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Ðàññìîòðåíà çàäà÷à î ðàñïðîñòðàíåíèè ëàçåðíîãî ïó÷êà â ñðåäå, ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ êîòîðîé ÿâ-

ëÿåòñÿ îäíîìåðíîé ôóíêöèåé, ìåíÿþùåéñÿ âäîëü ïðîäîëüíîé îñè ïó÷êà. Ïîêàçàíî, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ïà-
ðàêñèàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ïîçâîëÿåò ñâåñòè äàííóþ çàäà÷ó ê ðåøåíèþ õîðîøî èçâåñòíîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî 
óðàâíåíèÿ, íî ñ êîýôôèöèåíòîì äèôôóçèè, çàâèñÿùèì (÷åðåç ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ) îò ïðîäîëüíîé êî-
îðäèíàòû. Óêàçàííûé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óïðîùåíèÿ ñòðîãîãî ðåøåíèÿ è íå çàâèñèò â øèðîêèõ 
ïðåäåëàõ îò ôîðìû è âåëè÷èíû ôóíêöèè ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ. Ïðèâîäèòñÿ ðÿä âûðàæåíèé, ïîëåçíûõ 
äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ äîñòàòî÷íî îáùèõ ðåçóëüòàòîâ, ñîñòàâëÿþùèõ îñíîâó íàñòîÿùåé ðàáîòû. 

 

Ââåäåíèå 

Ïðîáëåìà ðàñïðîñòðàíåíèÿ àêóñòè÷åñêèõ è ýëåê-
òðîìàãíèòíûõ âîëí â íåîäíîðîäíûõ ñðåäàõ èññëå-
äóåòñÿ äîñòàòî÷íî äàâíî. Ðåçóëüòàòû ýòèõ èññëåäî-
âàíèé äëÿ øèðîêîãî êðóãà ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæå-
íèé îáîáùåíû â ðÿäå ôóíäàìåíòàëüíûõ ìîíîãðà-
ôèé [1–4].  

Ïîñêîëüêó â îáùåì ñëó÷àå ñòðîãîå ðåøåíèå 
âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ïîëÿ â íåîäíîðîäíîé ñðå-
äå îòûñêàòü íå óäàåòñÿ, òî äëÿ ïðîâåäåíèÿ òåîðåòè-
÷åñêèõ èññëåäîâàíèé, êàê ïðàâèëî, ïðèâëåêàþòñÿ 
ðàçëè÷íûå óïðîùåííûå ìåòîäû. Ïî-âèäèìîìó, íàè-
áîëåå îòðàáîòàííûì ñðåäè íèõ ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæå-
íèå ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè, ïîäðîáíåéøèì îáðàçîì 
èçëîæåííîå â [1]. Îòìåòèì, ÷òî è â ðàìêàõ óêàçàí-
íîãî ïðèáëèæåíèÿ àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è 
óäàåòñÿ ïîëó÷èòü òîëüêî äëÿ íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ 
âèäîâ íåîäíîðîäíîñòè ñðåäû (ñì., íàïðèìåð, [4]). 
 Åñëè ïðèáëèæåíèå ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè íå 
ðàáîòàåò – ó÷åò äèôðàêöèè ÿâëÿåòñÿ îáÿçàòåëüíûì 
(íàïðèìåð, åñëè ðå÷ü èäåò î ðàñïðîñòðàíåíèè ëà-
çåðíîãî èçëó÷åíèÿ), òî çàäà÷ó îáû÷íî ïûòàþòñÿ 
ñâåñòè ê ñêàëÿðíîìó óðàâíåíèþ Ãåëüìãîëüöà ñ âîë-

íîâûì ÷èñëîì ( / ) ( ),k c n= ω r  çàâèñÿùèì îò êîîð-

äèíàò, êîòîðîå çàòåì ðåøàþò, êàê ïðàâèëî, ÷èñëåí-
íûìè ìåòîäàìè. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî òàêîå óïðî-
ùåíèå áóäåò îïðàâäàííûì òîëüêî â òîì ñëó÷àå, 
åñëè ñëàãàåìîå (ñì. [1]) 

  2grad[ grad(ln )]nE   (Â.1) 

îêàæåòñÿ ïðåíåáðåæèìî ìàëûì, êàê, íàïðèìåð,  
â çàäà÷àõ, ñâÿçàííûõ ñî ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíûìè 
ñðåäàìè [2], äëÿ êîòîðûõ ïî÷òè âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ 
ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ 

  0( ) ( ),n n n= + ∆r r  0( )/ 1n n∆ <<r .  (Â.2) 

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ òàêæå çà-
äà÷à î ðàñïðîñòðàíåíèè ëàçåðíîãî ïó÷êà, íî óæå  
â ñïëîøíîé ñðåäå, ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ êîòîðîé 
çàâèñèò òîëüêî îò îäíîé êîîðäèíàòû (íàïðèìåð, z), 
ñîâïàäàþùåé ñ íàïðàâëåíèåì ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïó÷-
êà. Òàêèå ñðåäû (èõ èíîãäà íàçûâàþò «ãðèíàìè») 
èíòåðåñíû è ñàìè ïî ñåáå [5], è â ñâîèõ ÷àñòíûõ 
âàðèàöèÿõ, íàïðèìåð: ïëîñêîñëîèñòàÿ ñðåäà, ñðåäà 
ñ ïåðèîäè÷åñêîé ñòðóêòóðîé è, íàêîíåö, ïðîñòåé-
øèé ñëó÷àé – ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ 
ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèåé. Ïîñëåäíÿÿ ñèòóàöèÿ õàðàê-
òåðíà äëÿ òåõ çàäà÷, â êîòîðûõ ðå÷ü çàõîäèò î ôî-
êóñèðîâêå ëàçåðíîãî ïó÷êà â ðàçëè÷íîãî ðîäà ïðî-
çðà÷íûå îáúåêòû. Åñëè â êà÷åñòâå òàêîãî îáúåêòà 
âûáðàòü àíèçîòðîïíûé íåëèíåéíûé êðèñòàëë, òî 
îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ ïðåäëàãàåìûõ ðåçóëüòàòîâ åñ-
òåñòâåííûì îáðàçîì ðàñøèðÿåòñÿ íà òàêîé ïðàêòè-
÷åñêè âàæíûé ðàçäåë íåëèíåéíîé îïòèêè, êàêèì 
ÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ ãåíåðàöèè ãàðìîíèê ëàçåðíîãî èç-
ëó÷åíèÿ.  

Ñîáñòâåííî, îñíîâíàÿ öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû 
è ñîñòîèò â ïîïûòêå ïîñòðîåíèÿ íåêîé áàçîâîé ìî-
äåëè, ïîçâîëÿþùåé, ïî âîçìîæíîñòè ñòðîãî, ó÷åñòü 
âëèÿíèå ïðåëîìëåíèÿ è ïðîäîëüíîé íåîäíîðîäíî-
ñòè íåëèíåéíîãî êðèñòàëëà íà ïàðàìåòðû âòîðîé 
ãàðìîíèêè. Â ñâÿçè ñ ýòèì ëèíåéíûå ïîëÿ â èçî-
òðîïíîé ñðåäå, ñ êîòîðûìè ìû áóäåì èìåòü äåëî, 
ïðåäëàãàåòñÿ ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå ñîâåðøåííî 
íåîáõîäèìîãî íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ óêàçàííîé 
íåëèíåéíîé çàäà÷è. 

Àëãîðèòì ðàñ÷åòîâ âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðà-
çîì. Ñíà÷àëà çàïèñûâàåòñÿ ñòðîãîå ðåøåíèå çàäà÷è 
î ðàñïðîñòðàíåíèè ëàçåðíîãî ïó÷êà â ïëîñêîñëîè-
ñòîé ñðåäå, ó êîòîðîé ãðàíèöû ðàçäåëà ñëîåâ ïåð-
ïåíäèêóëÿðíû ïðîäîëüíîé îñè ïó÷êà. Çàòåì ïó÷îê 
îáúÿâëÿåòñÿ ñëàáî ðàñõîäÿùèìñÿ (ïàðàêñèàëüíûì, 
ò.å. ñ óçêèì óãëîâûì ñïåêòðîì è ìåäëåííî ìåíÿþ-
ùåéñÿ àìïëèòóäîé), íà îñíîâàíèè ÷åãî óïîìÿíóòîå 
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ñòðîãîå ðåøåíèå ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ. Ïîñëå 
ýòîãî îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ê ñèòóà-
öèè, êîãäà òîëùèíà êàæäîãî ñëîÿ ñòðåìèòñÿ ê íó-
ëþ. Ýòîò ïðåäåë è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáùåå ðåøå-
íèå çàäà÷è, ñôîðìóëèðîâàííîé â çàãëàâèè íàñòîÿ-
ùåé ñòàòüè. Â ðàçä. 2 â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè 
(ïðåäñòàâëÿþùåé îïðåäåëåííûé ïðàêòè÷åñêèé èí-
òåðåñ) ê îáùèì ðàññóæäåíèÿì ðàññìàòðèâàåòñÿ çà-
äà÷à î ôîêóñèðîâêå ëàçåðíîãî ïó÷êà â îãðàíè÷åí-
íóþ íåîäíîðîäíóþ ñðåäó.  

1. Îáùåå ðåøåíèå çàäà÷è 
Ïóñòü ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ ñðåäû çàâèñèò 

òîëüêî îò îäíîé êîîðäèíàòû n(r) = n(z). Ïðè ýòîì 
äëÿ z < 0 çíà÷åíèå ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ ïîñòî-

ÿííî è ðàâíî n0. Ïóñòü äëÿ z > 0 ôóíêöèÿ n(r) = n(z) 
ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé, ïðèíèìàþùåé çíà÷å-
íèÿ ni â ïðåäåëàõ ñëîÿ h (i – 1) < z < hi (h – òîë-
ùèíà ñëîÿ, i – åãî íîìåð). Ãðàíèöàìè ðàçäåëà äàí-
íûõ ñëîåâ ÿâëÿþòñÿ ïëîñêîñòè z = hi, äëÿ êîòîðûõ 

ââåäåì ïîïåðå÷íûå âåêòîðû ρi, îïðåäåëÿþùèå ïî-
ëîæåíèå òî÷êè íà äàííîé ïëîñêîñòè. Çàäà÷à ðàñ-
ïðîñòðàíåíèÿ èçëó÷åíèÿ â òàêîé ñðåäå ñâîäèòñÿ  
ê ïîâòîðÿþùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðåøåíèÿ çà-
äà÷è ïðåëîìëåíèÿ íà âõîäíîé ãðàíèöå êàæäîãî 
ñëîÿ è çàäà÷è ðàñïðîñòðàíåíèÿ èçëó÷åíèÿ â ïðåäå-
ëàõ ñëîÿ. 

Çàäà÷à ïðåëîìëåíèÿ îïòè÷åñêîãî ïîëÿ íà ïëî-
ñêîé ãðàíèöå ðàçäåëà äâóõ ñðåä èìååò èçâåñòíîå 
ðåøåíèå [1] äëÿ ïëîñêèõ âîëí. Â ëþáîé ïëîñêîñòè 
ðàñïðîñòðàíåíèÿ îïòè÷åñêîé âîëíû êîìïëåêñíàÿ 
àìïëèòóäà ïîëÿ U ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå 
ðàçëîæåíèÿ ïî óãëîâîìó ñïåêòðó ïëîñêèõ âîëí 

 ˆ( , ) ( , )exp[ ],2U z d U z i
+∞

−∞
= ∫∫ρ κ κ κρ  (1) 

ãäå ˆ ( , )U z κ  – àìïëèòóäà ïëîñêîé âîëíû; κ – ïîïå-

ðå÷íàÿ ê îñè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñîñòàâëÿþùàÿ âîë-
íîâîãî âåêòîðà äàííîé âîëíû. 

Òàê êàê ñâÿçü àìïëèòóäû ïîëÿ è åãî óãëîâîãî 
ñïåêòðà ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íîé, òî çàäà÷à 

îòûñêàíèÿ ñâÿçè ìåæäó àìïëèòóäîé ïîëÿ ( , )U z ρ   

â ïðîèçâîëüíîé ïëîñêîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ c ãðà-

íè÷íûì ïîëåì 0 0(0, )U ρ , ïàäàþùèì íà ñðåäó, ìî-

æåò áûòü ñâåäåíà ê çàäà÷å îòûñêàíèÿ ñâÿçè ìåæäó 
óãëîâûìè ñïåêòðàìè äàííûõ ïîëåé. 

Ïóñòü ˆ ( , )1iU z − κ  ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñïåêòð ïî-

ëÿ, ïàäàþùåãî íà ãðàíèöó ðàçäåëà ñëîåâ z = h(i–1). 
Òîãäà äëÿ ñïåêòðà íåïîñðåäñòâåííî ïîñëå ýòîé  
ãðàíèöû (óæå â äðóãîì ñëîå) îáû÷íûì îáðàçîì 
ïîëó÷àåì  

 ˆ ˆ ˆ( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ),0 1 1 1 1 1i i i i iU z T z U z T U z− − − − −= =κ κ κ κ κ  (2) 

ãäå 1( )iT − κ  – êîýôôèöèåíò ïðåëîìëåíèÿ Ôðåíåëÿ 

ïëîñêîé âîëíû. 
Ñëîé ìåæäó ïëîñêîñòÿìè z = h (i–1) è z = hi 

(i-é ñëîé) ïî óñëîâèþ çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé 
ñðåäîé ñ ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ ni. Ñëåäîâàòåëü-

íî, â ïðåäåëàõ ýòîãî ñëîÿ ïîëå U îáÿçàíî óäîâëå-
òâîðÿòü îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ Ãåëüìãîëüöà: 

 ∆U + k2ni
2U = 0, (3) 

ãäå k = 2π/λ – âîëíîâîå ÷èñëî â âàêóóìå. 
Â ñèëó ýòîãî, èñïîëüçóÿ (2) â êà÷åñòâå ãðàíè÷-

íîãî óñëîâèÿ, äëÿ ñïåêòðà ïîëÿ â êîíöå i-ãî ñëîÿ 
íàõîäèì åãî çàâèñèìîñòü îò ñïåêòðà ïîëÿ â êîíöå 
ïðåäûäóùåãî ñëîÿ: 

 ( )ˆ ˆ( , ) ( ) ( , ) .2 2 2
1 1 expi i i iU z T U z ih k n− −= −κ κ κ κ  (4) 

Ðåêóððåíòíàÿ ôîðìóëà (4) ïîçâîëÿåò ñâÿçàòü 
ñïåêòð ïîëÿ íà âûõîäå èç ñëîÿ ñ íîìåðîì N  
è ñïåêòð ïîëÿ íà âõîäå â ïëîñêîñëîèñòóþ ñðåäó. 
Ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé èìååì 

ˆ ˆ( , ) ( ) ( , )exp
2

1 2 2

11

0 1

N N

N i i
iii

U z T U ihk n
k n

−
==

  
  = −

      
∑∏ κκ κ κ ,  

  (5) 

ãäå 

 ˆ ( , ) ( ) ( , ) .2 2
0 0 0 0 00 2 0 expU d U i

+∞
−

−∞
 = π − ∫∫κ ρ ρ κρ  (6) 

Ïîäñòàâëÿÿ (5) â (1), ïîëó÷àåì ðåøåíèå äëÿ 
àìïëèòóäû ïîëÿ â êîíöå N-ãî ñëîÿ: 
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Îòìåòèì, ÷òî äî ñèõ ïîð ìû íå èñïîëüçîâàëè 
íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé, íî ïðè âûâîäå (7) íå ó÷èòû-
âàëîñü ïåðåîòðàæåíèå âîëí. Òî åñòü íå ó÷èòûâàëñÿ 
ôàêò òîãî, ÷òî âîëíû, îòðàæåííûå îò ãðàíèö ðàç-
äåëà, ïðè îáðàòíîì ðàñïðîñòðàíåíèè èñïûòûâàþò 
îòðàæåíèÿ è âíîâü ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ âïåðåä. 

Â äàëüíåéøèõ ñâîèõ ðàññóæäåíèÿõ âîñïîëüçó-
åìñÿ óñëîâèåì ìàëîóãëîâîãî (ïàðàêñèàëüíîãî) ïðè-
áëèæåíèÿ. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà îñü ïó÷êà 
ñîâïàäàåò ñ îñüþ ÎZ, ò.å. ðàññìîòðèì íîðìàëüíîå 
ïàäåíèå ïó÷êà íà ãðàíèöó ðàçäåëà ñðåä. Äàëåå áó-
äåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ïðåäåëàõ øèðèíû óãëîâîãî ñïåê-
òðà ïó÷êà êîýôôèöèåíò ïðåëîìëåíèÿ èçìåíÿåòñÿ 
ìàëî. Êðîìå ýòîãî, èñïîëüçóåì ñòàíäàðòíîå óñëîâèå 
ïàðàêñèàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ è ïîëîæèì, ÷òî ïîä-
êîðåííîå âûðàæåíèå â ýêñïîíåíòå âûðàæåíèÿ (7) 
ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò åäèíèöû, ò.å. èñïîëüçóåì ñëå-
äóþùèå ïðèáëèæåíèÿ: 

 1 1( ) (0);i iT T− −≅κ  (8) 

 
2 2

2 2 2 2
1 1

2i ik n k n
− ≅ −κ κ

. (9) 



756 Êîëîñîâ Â.Â., Òðîèöêèé Â.Î. 
 

Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå (7) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó 

 

( , ) ( )

ˆ ( , ) .

1

11

2
2 1

0

1

0 exp

0 exp
2

N N

N N i i

ii

N

N i

i

U z T ihk n

d U i ih n
k

−
==

+∞
−

−∞ =

   
 ≅ × 
     

 
× − 

  

∑∏

∑∫∫

ρ

κκ κ κρ

 

(10)

 

Âûðàæåíèå (10) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåøåíèå 
çàäà÷è ðàñïðîñòðàíåíèÿ â ñëîèñòîé ñðåäå â ìàëîóã-
ëîâîì (ïàðàêñèàëüíîì) ïðèáëèæåíèè.  

Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå ïîçâîëÿåò îñóùåñòâèòü 
ïðåäåëüíûé ïåðåõîä îò ñëîèñòîé ñðåäû ê ñðåäå  
ñ íåïðåðûâíûì ðàñïðåäåëåíèåì ïîêàçàòåëÿ ïðåëîì-
ëåíèÿ. Ðàçîáüåì êàæäûé ñëîé íà M ñëîåâ øèðèíîé 

∆z = h/M. Ïåðåõîä ê íåïðåðûâíîé ñðåäå îñóùåñò-
âëÿåòñÿ ïðè ñòðåìëåíèè M ê áåñêîíå÷íîñòè. Î÷å-
âèäíî, ÷òî ñóììèðîâàíèÿ â ýêñïîíåíòàõ ïðåîáðà-
çóþòñÿ â ýòîì ñëó÷àå â èíòåãðàëû ïî äèñòàíöèè.  
 Ðàññìîòðèì, ê ÷åìó ïðåîáðàçóåòñÿ ïðîèçâåäå-
íèå êîýôôèöèåíòîâ ïðåëîìëåíèÿ ïðè äàííîì ïðå-
äåëüíîì ïåðåõîäå. Äëÿ íîðìàëüíîãî ïàäåíèÿ ïëî-
ñêîé âîëíû íà ãðàíèöó ðàçäåëà êîýôôèöèåíò ïðå-
ëîìëåíèÿ Ôðåíåëÿ èìååò âèä [1]: 

1 1
1

11 1 1 1

1

2 2 1
(0) .

1 0,5

i i
i

ii i i i i

i

n n
T nn n n n n

n

− −
−

−− − − −

−

= = = ∆+ + + ∆ +
 

  (11) 

Ïîëàãàÿ, ÷òî i-é ñëîé äîñòàòî÷íî óçêèé, ÷òîáû 
âîñïîëüçîâàòüñÿ ðàâåíñòâîì  

 1

1 1

1
,

( )
i

i i

n dn
h

n n z dz
−

− −

∆ ≅   

è ðàçáèâàÿ åãî íà M ñëîåâ, äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ êî-
ýôôèöèåíòîâ ïðåëîìëåíèÿ ñëîåâ, îáðàçîâàííûõ 
âíóòðè i-ãî ñëîÿ, ìîæåì çàïèñàòü âûðàæåíèå 

1
11

1

1
lim (0) lim 1 0,5

( )

1
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( )
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i
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i

dn h
T

n z dz M
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h

n z dz

−

−
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(12)

 

Òîãäà äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ïðå-
ëîìëåíèÿ âñåõ ñëîåâ ïîëó÷àåì 

 

( )

1

1 1 0

1
lim (0) exp 0,5
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n
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 = − − = 
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 (13)

 

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íåïðåðûâíîé ñðåäû ðåøå-
íèå (10) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó 

 

( )
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∫∫ ∫

ρ

κκ κ κρ

  

 
0

2
02

0 0

(0)
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z
n
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n z

k
d U ik

iz z
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 −
× − 

π   

∫

∫∫% %

ρ ρ
ρ ρ

 

(14)

 

ãäå 

0
( )

z
dz

z
n z

= ∫% .  

Åñëè ðàññìîòðåòü ñèòóàöèþ, êîãäà íà ãðàíèöó 
ðàçäåëà z = 0 ïàäàåò ïëîñêàÿ âîëíà, òî èç (14) ñëå-
äóåò ðåøåíèå 

 

0

(0)
( , ) exp ( ) ( )

( )

z

e
n

U z ik dt n t U z
n z

 
 = ≡
 
 
∫ρ . (15) 

Äàííîå ðåøåíèå â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ òàê íà-
çûâàåìûì ýòàëîííûì ðåøåíèåì çàäà÷è ðàñïðîñòðà-
íåíèÿ ïëîñêîé âîëíû â ñëîèñòûõ ñðåäàõ [3]. Äëÿ 
îãðàíè÷åííîãî ïó÷êà ðåøåíèå (14) ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå  

 ( , ) ( ) ( , ),e pU z U z U z=ρ ρ  (16) 

ãäå  

 
2

02
0 0

( )
( , ) (0, )exp .

2 2
p

k
U z d U ik

iz z

+∞

−∞

 −
− 

π   
∫∫% %

ρ ρ
ρ ρ ρ  (17) 

Ðåøåíèå (16) ïîëó÷åíî íàìè êàê ïðåäåëüíûé 
ïåðåõîä îò ïëîñêîñëîèñòîé ñðåäû ê íåïðåðûâíîé 
ñðåäå. Ïîêàæåì, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ äàííîå ðåøå-
íèå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî íåïîñðåäñòâåííî èç óðàâ-
íåíèé Ìàêñâåëëà äëÿ ñðåäû ñ ïîêàçàòåëåì ïðåëîì-
ëåíèÿ, çàâèñÿùèì îò îäíîé êîîðäèíàòû z. 

Ïîñêîëüêó ìû èìååì äåëî ñ ïàðàêñèàëüíûì 
ïó÷êîì, òî ðåøåíèå óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà äëÿ âåê-
òîðà, íàïðèìåð ýëåêòðè÷åñêîé íàïðÿæåííîñòè ïî-
ëÿ, áóäåò âïîëíå îïðàâäàííûì èñêàòü â âèäå 

 ( , ) ( , ),E z U z= eρ ρ  (18) 

ãäå e – ïîñòîÿííûé, åäèíè÷íûé âåêòîð ïîëÿðèçà-

öèè, ïåðïåíäèêóëÿðíûé ê îñè Z (ek = 0, k – îðò 
îñè Z). 

Ïîäñòàâëÿåì (18) â âîëíîâîå óðàâíåíèå îáùåãî 
âèäà [1,4], ó÷èòûâàåì, ÷òî âåêòîð grad(n) â íàøåì 
ñëó÷àå íàïðàâëåí âäîëü k (ñëåäîâàòåëüíî, ñëàãàå-
ìîå (Â.1) îáðàùàåòñÿ â íóëü) è ïîñëå óìíîæåíèÿ 

íà e ïðèõîäèì ê ñêàëÿðíîìó óðàâíåíèþ Ãåëüì-
ãîëüöà 

 ∆U + k2 n2(z)U = 0. (19) 
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Ðåøåíèå (19) èùåì â âèäå 

 2( , ) ( ) ( , ),e pE z U z U z= µ µρ ρ  (20) 

ãäå Ue è Up – íåèçâåñòíûå ïîêà ôóíêöèè; µ << 1 – 
ìàëûé ïàðàìåòð, ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ñîâïàäàþ-
ùèé ñ ðàñõîäèìîñòüþ ïó÷êà. 

Ïîäñòàâëÿåì (20) â (19), îãðàíè÷èâàåìñÿ ó÷å-
òîì ñëàãàåìûõ âïëîòü äî âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè 

ïî µ è â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì 

 2 2 2 22 0.p e e e p e pU U k n U U U U U⊥ ∇ + + ∇ ∇ + ∇ =   (21) 

Âûáåðåì â êà÷åñòâå ôóíêöèè Ue òî÷íîå ðåøå-
íèå çàäà÷è î ðàñïðîñòðàíåíèè â ðàññìàòðèâàåìîé 
íàìè ñðåäå ïëîñêîé âîëíû, íàïðàâëåííîé âäîëü îñè 
Z, ò.å. òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (19). Â ñèëó ýòî-
ãî âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ èç (21) îáðà-
ùàåòñÿ â íóëü è ìû ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ 

 22 0.e p e pU U U U⊥∇ ∇ + ∇ =   (22) 

Ñëåäóÿ [3], ôóíêöèþ Ue ïðåäñòàâèì ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì: 

 

0

( ) (0) exp ( ) ( ) ,

z

eU z n ik dt n t t
 
 = ϕ
 
 
∫   (23à) 

ãäå 
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i n
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kn n kk n
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ν
ν

ν=

′′ ξ′ϕ = + + + ∑   (23á) 

ôóíêöèè ξν êîíêðåòèçèðóþòñÿ â [3]. Ïðåäïîëîæèì, 
÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ 

 
1/2

2 2 3/2

3

1 ( ) 1
1 .

2

i n n
z n kkn k n

∞−
ν
ν

ν=

′′∂ ξ>> >> >>
∂ ∑  (24) 

Òîãäà, îãðàíè÷èâàÿñü íóëåâûì ÷ëåíîì ðàçëîæåíèÿ 
(23á), ïîëó÷àåì ïðèáëèæåííî 

 ( ) ( ) ( ) .e e eU ikn z U ikn U∇ = ϕ ≅k k  (25) 

Ïîäñòàâëÿÿ (25) â (22), ïîëó÷àåì ïàðàáîëè÷åñêîå 
óðàâíåíèå  

 22 ( ) 0,
p

p
U

ikn z U
z ⊥

∂
+ ∇ =

∂
 (26) 

òî÷íûì ðåøåíèåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ (17).  
Ñîõðàíÿÿ â (23á) äâà ïåðâûõ ñëàãàåìûõ, óáå-

æäàåìñÿ, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ Ue èç (20) 
ïðåâðàùàåòñÿ â ýòàëîííîå ðåøåíèå (15). Òàêèì îá-
ðàçîì, ðåçóëüòàòû è òîãî, è äðóãîãî ñïîñîáîâ ðå-
øåíèÿ òîæäåñòâåííî ñîâïàäàþò ïðè èñïîëíåíèè 
óñëîâèé (24). 

2. Ôîêóñèðîâêà ïó÷êà  
â ïëîñêîñëîèñòóþ ñðåäó 

Îáùåå ðåøåíèå âûøåîáîçíà÷åííîé çàäà÷è ìû 
óæå ïîëó÷èëè â ðàçä. 1 íàñòîÿùåé ñòàòüè; ýòî èíòå-

ãðàë (17). Òàêèì îáðàçîì, íàì îñòàåòñÿ òîëüêî êîí-
êðåòèçèðîâàòü âèä ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (çàäàòü 

ôóíêöèþ 0(0, )U ρ  è âèä ôóíêöèè n(z). 
Ïóñòü ïðè z = 0 çàäàíî ãðàíè÷íîå óñëîâèå 

 
2 2
0 0

0 2
(0, ) exp ,

2
U A ik

fa

 ρ ρ= − − 
 

ρ  (27) 

ãäå A0, a, f – âåùåñòâåííûå êîíñòàíòû; k = 2π/λ. 
 Óñëîâèå (27) îïðåäåëÿåò ãàóññîâ ïó÷îê ðàäèó-
ñîì a, ñôîêóñèðîâàííûé òîíêîé ëèíçîé (ôîêóñíîå 
ðàññòîÿíèå f ) è çàïèñàííûé â ïàðàêñèàëüíîì (ïà-
ðàáîëè÷åñêîì) ïðèáëèæåíèè äëÿ ïëîñêîñòè z = 0. 
Ýòîò ÷àñòíûé ñëó÷àé ìû âûáðàëè òîëüêî èç ñîîá-
ðàæåíèé ïðîñòîòû – èíòåãðàëû â (17) âû÷èñëÿþòñÿ 
òî÷íî. 

Ðàññìàòðèâàåì ñðåäó, ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ 
êîòîðîé äëÿ âñåõ z > 0 ïðåäñòàâèì â ñëåäóþùåì 
âèäå: 

 
1, åñëè , ,

( )
( ), åñëè ,

N k

N k

z z z z
n z

n z z z z

< >= 
≤ ≤

 (28) 

ãäå n(z) ≥ 1; zk = zN + L. 
Èíûìè ñëîâàìè, áóäåì èìåòü äåëî ñ íåîäíî-

ðîäíîé ñðåäîé, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áåñêî-
íå÷íûé ñëîé òîëùèíîé L, çàêëþ÷åííûé ìåæäó 
ïëîñêîñòÿìè z = zN è z = zk . Âíå ýòîãî «íåîäíî-
ðîäíîãî ñëîÿ» ñðåäà ñ÷èòàåòñÿ âàêóóìîì. 

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî óêàçàííûå âûøå èñõîä-
íûå óñëîâèÿ çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî òèïè÷íû-
ìè äëÿ òåîðèè ãåíåðàöèè ãàðìîíèê ëàçåðíîãî èçëó-
÷åíèÿ (åäèíñòâåííî, ÷òî â ðàìêàõ ïîñëåäíåé â êà-
÷åñòâå íåîäíîðîäíîé ñðåäû âûñòóïàåò íåëèíåéíûé 

àíèçîòðîïíûé êðèñòàëë äëèíîé L). À ïîñêîëüêó 
ñòðîãèé ó÷åò íåîäíîðîäíîñòè êðèñòàëëà (â òîì ÷èñ-
ëå è ïðîäîëüíîé) ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé ïðàêòè÷å-
ñêèé èíòåðåñ [6], òî ïðèâîäèìûå â äàííîì ðàçäåëå 
ðåçóëüòàòû ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü, â ïåðâóþ î÷å-
ðåäü, ïðèìåíèòåëüíî êàê ðàç ê óïîìÿíóòûì çàäà-
÷àì íåëèíåéíîé îïòèêè. Âî «Ââåäåíèè» ìû ýòî óæå 
îòìå÷àëè. 

Ïîäñòàâëÿåì (27) â (17), âûïîëíÿåì èíòåãðè-
ðîâàíèå è ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ ñôîêóñèðîâàí-
íîãî ãàóññîâà ïó÷êà â ëþáîé òî÷êå ïîëóïðîñòðàíñò-
âà z > 0 . Ýòî ðåøåíèå îòëè÷àåòñÿ îò õîðîøî èç-
âåñòíîãî [4], ïîëó÷åííîãî äëÿ îäíîðîäíîé ñðåäû 
(ïî ýòîé ïðè÷èíå ìû åãî çäåñü íå ïðèâîäèì), òîëü-

êî òåì, ÷òî òåïåðü âìåñòî k = 2πn/λ ñëåäóåò èñ-

ïîëüçîâàòü k = 2π/λ, à âìåñòî z 

 

0

.
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z
dt

z
n t

= ∫%  (29) 

Ñ ó÷åòîì (28) äëÿ (29) íàõîäèì 

 

, åñëè ,
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N N k
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z z z

z z z z z

z L L z z
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= + ϕ ∆ ≤ ≤
 − + ϕ >

%  (30) 

3. Îïòèêà àòìîñôåðû è îêåàíà, ¹ 9. 



758 Êîëîñîâ Â.Â., Òðîèöêèé Â.Î. 
 

ãäå  

 

0 0

( ) ;
( ) ( ) ( )

N

N

z zz

N
z

dt dt dt
n t n t z n t

− ∆

ϕ ∆ = = =
′+∫ ∫ ∫  0 ≤ ∆ ≤L  

– ðàññòîÿíèå, êîòîðîå ïó÷îê ïðîõîäèò â íåîäíî-

ðîäíîé ñðåäå; ( ) ( ).Nn t n t z′ = +  

Îïðåäåëèòü, èñïîëüçóÿ (30), êàê áóäóò çàâè-
ñåòü ïàðàìåòðû ãàóññîâà ïó÷êà îò êîíêðåòíîãî âèäà 

ôóíêöèè ( ),n t′  – òðóäà íå ñîñòàâëÿåò, è ðåçóëüòàòû 

ðàñ÷åòîâ ïîäîáíîãî ñîðòà ìû çäåñü ðàññìàòðèâàòü 
íå áóäåì. Çíà÷èòåëüíî áîëåå öåëåñîîáðàçíûì íàì 
ïîêàçàëîñü ïðèâåñòè ðÿä âûðàæåíèé, ïîëåçíûõ  
â ïëàíå ðåøåíèÿ çàäà÷ î ôîêóñèðîâêå ëàçåðíîãî 
ïó÷êà â êðèñòàëë. 

Îòìåòèì ïðåæäå âñåãî, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå 
äëÿ ãàóññîâà ïó÷êà ïðîäîëüíàÿ íåîäíîðîäíîñòü 
ñðåäû íèêàê íå ñêàçûâàåòñÿ íà âåëè÷èíó åãî ìèíè-
ìàëüíîãî ïîïåðå÷íîãî ðàäèóñà amin, êîòîðûé îïðå-
äåëÿåòñÿ õîðîøî èçâåñòíûì [4] âûðàæåíèåì 

 min
2
,

1

f

f

aD
a

D
=

+
  (31) 

ãäå 22 / .fD f ka=  

Â òî æå âðåìÿ ñàìî ïîëîæåíèå ïëîñêîñòè ïåðå-

òÿæêè (z = zp) çàâèñèò îò âûáîðà ôóíêöèè ( )n t′  

âåñüìà ñèëüíî. Îñòàíîâèìñÿ íà ýòîì ìîìåíòå ÷óòü 
ïîäðîáíåå. 

Ðàññòîÿíèå zp = zp0 îò ëèíçû äî ïëîñêîñòè ïå-
ðåòÿæêè ãàóññîâà ïó÷êà â âàêóóìå ðàâíî [4]: 

 0 2
.

1
p

f

f
z

D
=

+
 (32) 

Â íàøåì ñëó÷àå äëÿ âåëè÷èíû zp, èñïîëüçóÿ (30), 
ïîëó÷àåì óðàâíåíèå 
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Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè äëÿ (33) îáðàòèìñÿ  

ê ïðîñòåéøåé ñèòóàöèè – 0( )n t n′ = . Ïðè ýòîì èç 

(33) íàõîäèì 
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 (34) 

Îòìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàò (34) äîñòàòî÷íî ïðîñòî ïî-
ëó÷èòü, ðàññìàòðèâàÿ ïðåëîìëåíèå îòäåëüíûõ ãåî-
ìåòðîîïòè÷åñêèõ ëó÷åé ïàðàêñèàëüíîãî ïó÷êà íà 
ïëîñêîé ãðàíèöå ðàçäåëà äâóõ îäíîðîäíûõ ñðåä. 
 Äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ ÷àñòî íåîáõîäèìî 
çíàòü ðåøåíèå ñëåäóþùåé, â íåêîòîðîì ðîäå îáðàò-
íîé, çàäà÷è. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èçíà÷àëüíî çàäàí-
íûì ÿâëÿåòñÿ ïîëîæåíèå ïëîñêîñòè ïåðåòÿæêè 

( ),f−∞ ≤ ∆ ≤ ∞  îòñ÷èòûâàåìîå îò âõîäà â íåîäíî-

ðîäíóþ ñðåäó. Ñïðàøèâàåòñÿ, íà êàêîì ðàññòîÿíèè 
îò ëèíçû (ò.å. ïðè êàêîì zN ) äîëæåí ðàñïîëàãàòü-
ñÿ ñëîé íåîäíîðîäíîé ñðåäû ñ òåì, ÷òîáû ïåðåòÿæ-
êà îêàçàëàñü â íóæíîì ìåñòå? Äëÿ îòâåòà íà ýòîò 
âîïðîñ ïðåäñòàâëÿåì zp â âèäå 

 ,p N fz z= + ∆  

ïîäñòàâëÿåì ýòî âûðàæåíèå â (33), èñïîëüçóåì (30) 
è ïðèõîäèì ê òðåáóåìîìó ðåçóëüòàòó 
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Äîñòàòî÷íî âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé ñôîêóñè-
ðîâàííîãî ïó÷êà ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ äëèíà 
ïåðåòÿæêè Lp, êîòîðóþ îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì: 

 1 2,pL L L= − +  (36) 

ãäå L1 è L2 – ðàññòîÿíèÿ, îòñ÷èòûâàåìûå îò ïëîñ-
êîñòè ïåðåòÿæêè, íà êîòîðûõ ðàäèóñ ïó÷êà âîçðàñ-
òàåò â m > 1 ðàçà ïî îòíîøåíèþ ê amin. Åñëè zp èç 
(33) íàéäåíî, òî äëÿ L1 è L2 ïîëó÷àåì (äëÿ ãàóññî-
âà ïó÷êà, ðàçóìååòñÿ) ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ: 
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ãäå 
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Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà 0( ) ,n t n′ =  à Lp ≤ L, èç 

(37) ñëåäóåò, ÷òî 

 2
2 1 0 0 1.p fL L n z D m= − = −  (38) 

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ çàâèñèìîñòåé n(z) ðåøåíèå (37) 
ëåãêî ïîëó÷èòü ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè. Ýòè ðàñ÷åòû 
ìû çäåñü äåìîíñòðèðîâàòü íå áóäåì, îòìåòèì ëèøü, 
÷òî â îáùåì ñëó÷àå ôîðìà êàóñòèêè ãàóññîâà ïó÷êà 
óæå íå áóäåò ñèììåòðè÷íîé îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè 
ïåðåòÿæêè. 

Çàêëþ÷åíèå 

Èç ïðåäñòàâëåííûõ â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðåçóëü-
òàòîâ íàèáîëåå, íà íàø âçãëÿä, èíòåðåñíûì ÿâëÿåò-
ñÿ ñëåäóþùèé. Ñóùåñòâóåò îïðåäåëåííûé íàáîð 
èñõîäíûõ óñëîâèé (âïîëíå âîçìîæíî, ÷òî åäèíñò-
âåííûé), èñïîëüçîâàíèå êîòîðûõ ïîçâîëÿåò ñâåñòè 
çàäà÷ó î ðàñïðîñòðàíåíèè ëàçåðíîãî ïó÷êà â íåîä-
íîðîäíîé ñðåäå ê ðåøåíèþ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâ-
íåíèÿ. Ïðè÷åì, ÷òî âåñüìà âàæíî, òî÷íîñòü äîñòà-
òî÷íî ïðîñòûõ àíàëèòè÷åñêèõ âûðàæåíèé, îïðåäå-
ëÿþùèõ êîíå÷íûé ðåçóëüòàò, íå óõóäøàåòñÿ ïðè 
çàâåäîìîì íåâûïîëíåíèè óñëîâèÿ (Â.2). Âûäåëèì 



 Ïàðàêñèàëüíîå ïðèáëèæåíèå äëÿ çàäà÷è ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïó÷êîâ â ïëîñêîñëîèñòîé ñðåäå 759 
 

åùå ðàç òå ìîìåíòû, êîòîðûå îïðåäåëÿþò ãðàíèöû 
ïðèìåíèìîñòè ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà. 

1. Ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ ñðåäû çàâèñèò 
òîëüêî îò îäíîé êîîðäèíàòû, íàïðèìåð z. 

2. Ïðîèçâîäíûå îò ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ 
îãðàíè÷åíû óñëîâèÿìè (24). 

3. Ëàçåðíîå èçëó÷åíèå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ â íà-
ïðàâëåíèè îñè Z. 

4. Èçëó÷åíèå èìååò óçêèé óãëîâîé ñïåêòð (ïà-
ðàêñèàëüíûé ïó÷îê). 

5. Ïðåëîìëåíèå ñâåòà íà ïëîñêîé ãðàíèöå ðàç-
äåëà äâóõ ñðåä ðàññìàòðèâàåòñÿ â ïðèáëèæåíèè 
íîðìàëüíîãî ïàäåíèÿ. 

Íàðóøåíèå ëþáîãî èç ýòèõ òðåáîâàíèé ñâîäèò 
íà íåò òó àðãóìåíòèðîâàííîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ðàç-
ëè÷íûõ ïðèåìîâ, êîòîðóþ àâòîðû ïûòàëèñü òùà-
òåëüíî îòñëåæèâàòü â ïðîöåññå ðàáîòû. Ñ äðóãîé 
ñòîðîíû, âñå ïåðå÷èñëåííûå âûøå óñëîâèÿ ñàìè ïî 
ñåáå îêàçûâàþòñÿ äîñòàòî÷íî òèïè÷íûìè, ÷òî ïî- 
 

çâîëÿåò íàäåÿòüñÿ íà îïðåäåëåííûé ïðàêòè÷åñêèé 
âûõîä ïðîâåäåííîãî èññëåäîâàíèÿ. Â ýòîì ïëàíå 
îñíîâíûì èòîãîì ñëåäóåò ñ÷èòàòü îáîáùåíèå íà 
ðàññìàòðèâàåìûé ñëó÷àé ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ 
ïðè ðåøåíèè ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ïîëÿ 
â îäíîðîäíîé ñðåäå. 
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V.V. Kolosov, V.O. Troitskii. Paraxial approximation for the problem of beam propagation in the 

plane-layer medium. 
We have considered the problem of laser beam propagation in the medium, whose index of refraction is a 

one-dimensional function varying along a longitudinal axis of the beam. It is shown that the use of the paraxial 
approximation makes it possible to reduce this problem to the solution of the well-known parabolic equation 
but with the diffusion coefficient depending (through the index of refraction) on the longitudinal coordinate. 
This result is a consequence of simplification of a rigorous solution and does not depend on the form and the 
value of the function of the index of refraction in a wide range. Equations useful for practical implementation 
of the rather common results forming the basis for this  paper are presented. 
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