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êîððåêòîðà îò ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò, ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå ðàñ÷åòíîé äåôîðìàöèè ñ ýêñïåðèìåí-
òàëüíûìè äàííûìè. Äàåòñÿ ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç äâóõ ÷èñëåííûõ ìîäåëåé ãèáêîãî áèìîðôíîãî ïîëóïàñ-
ñèâíîãî çåðêàëà, ñîçäàííûõ íà îñíîâå äâóõ ïîäõîäîâ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. 

 
Ââåäåíèå 

Àäàïòèâíîå çåðêàëî ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì ýëåìåí-
òîì ìíîãèõ ñîâðåìåííûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ è êîð-
ðåêöèè èçëó÷åíèÿ. Áîëåå òîãî, ïàðàìåòðû ñèñòåìû 
è ñïåêòð ðåøàåìûõ çàäà÷ âî ìíîãîì îïðåäåëÿþòñÿ 
âîçìîæíîñòÿìè è îñîáåííîñòÿìè èñïîëüçóåìîãî 
óïðàâëÿåìîãî îïòè÷åñêîãî ýëåìåíòà. Äëÿ çàäà÷ êîð-
ðåêöèè ôàçîâûõ èñêàæåíèé èçëó÷åíèÿ, ôîðìèðîâà-
íèÿ çàäàííûõ ðàñïðåäåëåíèé èíòåíñèâíîñòè îïòè-
ìàëüíûì êîððåêòîðîì ÿâëÿåòñÿ ãèáêîå áèìîðôíîå 
çåðêàëî [1, 2]. 

Îäíèì èç îñíîâíûõ òðåáîâàíèé ê êîððåêòîðó 
ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü âíîñèòü òðåáóåìûå èñêàæå-
íèÿ â ôàçó ïàäàþùåãî èçëó÷åíèÿ. Ïîýòîìó ãëàâíîé 
õàðàêòåðèñòèêîé ëþáîãî àäàïòèâíîãî çåðêàëà ÿâëÿ-
åòñÿ ôóíêöèÿ îòêëèêà åãî ïðèâîäîâ. Êàê èçâåñòíî, 
ôóíêöèåé îòêëèêà çåðêàëà íàçûâàþò äåôîðìàöèþ 
åãî ïîâåðõíîñòè ïðè ïðèëîæåíèè åäèíè÷íîãî íà-
ïðÿæåíèÿ íà óïðàâëÿþùèé ýëåêòðîä. Ñóùåñòâóåò 
àíàëèòè÷åñêàÿ ìîäåëü áèìîðôíîãî çåðêàëà, îñíî-
âàííàÿ íà ïîëó÷åíèè ÿâíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ 
äåôîðìàöèè çåðêàëà êàê òîíêîé äâóõñëîéíîé ïëà-
ñòèíû [3–5]. Îäíàêî òàêàÿ ìîäåëü ñëîæíà äëÿ 
ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ è íå ó÷èòûâàåò ãåîìåò-
ðè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé ãèáêîãî çåðêàëà (íàïðèìåð, 
ñôåðè÷íîñòè ïîäëîæêè èëè ðàçëè÷èÿ â äèàìåòðàõ 
ïîäëîæêè è ïüåçîêåðàìèêè) è ðàçëè÷èÿ â êîýôôè-
öèåíòàõ Ïóàññîíà ïîäëîæêè è êåðàìèêè. Ïîýòîìó 
âñòàåò çàäà÷à î ñîçäàíèè ÷èñëåííûõ ìîäåëåé çåðêà-
ëà, ó÷èòûâàþùèõ óêàçàííûå íåäîñòàòêè àíàëèòè÷å-
ñêîé ìîäåëè. 

Èññëåäîâàíèÿ áèìîðôíîãî çåðêàëà íà÷àëèñü  
ñ ðàáîòû Êîêîðîâñêè [3], ïîëó÷èâøåãî è ðåøèâøåãî 
óðàâíåíèå äåôîðìàöèè çåðêàëà äëÿ ñëó÷àÿ ïðÿìî-
óãîëüíîé ïëàñòèíû. Óðàâíåíèå äåôîðìàöèè êðóãëîé 
ïëàñòèíû ñ ýëåêòðîäàìè â ôîðìå ñåãìåíòîâ áûëî 
âûâåäåíî è ðåøåíî àíàëèòè÷åñêè â ðàáîòàõ [4, 5]. 
×èñëåííûå ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è, ïîäõîäÿùèå äëÿ 
ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ, îïóáëèêîâàíû íå áûëè. 
 Â äàííîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû äâå ÷èñëåííûå 
ìîäåëè çåðêàëà, ïîñòðîåííûå ñ ïîìîùüþ äâóõ ïîä-

õîäîâ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ). Ýòîò ìåòîä 
øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðàñ÷åòà óïðóãîäåôîðìè-
ðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ðàçëè÷íûõ êîíñòðóêöèé [6, 7], 
â òîì ÷èñëå è ñîäåðæàùèõ ïüåçîêåðàìè÷åñêèå ýëå-
ìåíòû, îäíàêî ê ðàñ÷åòó ãèáêîãî çåðêàëà îí áûë 
ïðèìåíåí âïåðâûå â äàííîé ðàáîòå. 

Îïòèìèçàöèÿ àíàëèòè÷åñêîé  
ôîðìóëû 

Òèïè÷íàÿ êîíñòðóêöèÿ áèìîðôíîãî çåðêàëà, 
êîòîðàÿ è ðàññìàòðèâàåòñÿ â ðàáîòå, ïðåäñòàâëåíà 
íà ðèñ. 1,à. 

 

 
 á â 
Ðèñ. 1. Êîíñòðóêöèÿ ãèáêîãî çåðêàëà (à); êîíôèãóðàöèÿ 
ýëåêòðîäîâ 5-ýëåêòðîäíîãî çåðêàëà: å1, å2, å3, å4, å5 – íî-
ìåðà ýëåêòðîäîâ çåðêàëà ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ðàäèóñàìè 
R1 = 9, R2 = 17, R3 = 25, R4 = 33, R5 = 41 ìì (á); êîí- 
ôèãóðàöèÿ ýëåêòðîäîâ 3-ýëåêòðîäíîãî çåðêàëà (â). Êàæäûé 
ýëåêòðîä îáîçíà÷åí ñîîòâåòñòâóþùåé öèôðîé. Ïåðâûé 
ýëåêòðîä ÿâëÿåòñÿ îáùèì è ïðåäíàçíà÷åí äëÿ êîððåêöèè 
 äåôîêóñà (à) 

à 
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Êàê èçâåñòíî, óðàâíåíèå äåôîðìàöèè çåðêàëà 
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â ñëåäóþùåì âèäå [4, 5]: 
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– öèëèíäðè÷åñêàÿ æåñòêîñòü ïëàñòèíû; 
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– ðàññòîÿíèÿ îò ñðåäèííîé ïëîñêîñòè äî êðàåâ êå-
ðàìèêè è ïîäëîæêè; Eel(r,t) – ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå, 
äåéñòâóþùåå â ïüåçîêåðàìèêå; W(r,t) – ñìåùåíèå 
ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû, r = {r,ϕ},t – ïîëÿðíûå êî-
îðäèíàòû â ïëîñêîñòè ïëàñòèíû è âðåìÿ, áåçðàç-
ìåðíàÿ êîîðäèíàòà r = ρ/a íîðìèðîâàíà íà ðàäèóñ 
ïëàñòèíû a; E1,2, ρ1,2, h1,2 – ìîäóëü Þíãà, ïëîò-
íîñòü è òîëùèíà êåðàìèêè è ïîäëîæêè ñîîòâåòñò-
âåííî; d31 – ïîïåðå÷íûé ïüåçîìîäóëü êåðàìèêè;  
ν – êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà, êîòîðûé ïðèíèìàåòñÿ 
îäèíàêîâûì äëÿ êåðàìèêè è ïîäëîæêè. Ãðàíè÷íûå 
óñëîâèÿ â âèäå (1a), (1á) îçíà÷àþò ñâîáîäíîå çà-
êðåïëåíèå ïëàñòèíû, êîòîðîå ïîçâîëÿåò äîñòè÷ü 
ìàêñèìàëüíîé àìïëèòóäû äåôîðìàöèè. 

Íàìè áûëî ïîëó÷åíî óòî÷íåííîå àíàëèòè÷åñêîå 
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äåôîðìàöèè çåðêàëà ïî ñðàâíå-
íèþ ñ ïðèâåäåííûì ðàíåå â ëèòåðàòóðå [4, 5]. Òàêîå 
âûðàæåíèå ó÷èòûâàåò çàâèñèìîñòü ôóíêöèè îòêëèêà 
ýëåêòðîäà îò ãåîìåòðè÷åñêèõ ðàçìåðîâ ýëåêòðîäà  
(â ñëó÷àå ñåãìåíòèðîâàííûõ ýëåêòðîäîâ – êîîðäèíàò 
ñåãìåíòà r1, r2 è ïîëÿðíûõ óãëîâ θ1, θ2) è îò ïëîòíî-
ñòè ïëàñòèíû â ñòàòè÷åñêîì ñëó÷àå. Óòî÷íåííîå âû-
ðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè îòêëèêà íà ÷àñòîòå p ÿâíî 
îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé: 
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Â ýòîì âûðàæåíèè Φnk(r) = Jn(ωnkr) + AnkIn(ωnkr), 
ãäå Jn, In – ôóíêöèè Áåññåëÿ è Íåéìàíà ïîðÿäêà n; 
Ank – ïîñòîÿííàÿ, âèä êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ ãðà-
íè÷íûìè óñëîâèÿìè; ωnk – ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà êî-
ëåáàíèé ïëàñòèíû.  Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå äëÿ 
ôóíêöèè îòêëèêà äàåò è êà÷åñòâåííîå, è êîëè÷åñò-
âåííîå ñîîòâåòñòâèå ñ ýêñïåðèìåíòîì. Ýòî ïîäòâåð-
æäàåò ðèñ. 2, íà êîòîðîì ïðåäñòàâëåíà ýêñïåðèìåí-
òàëüíàÿ è ðàññ÷èòàííàÿ ïî ôîðìóëå (2) ôóíêöèÿ 
îòêëèêà âòîðîãî ýëåêòðîäà çåðêàëà, êîíôèãóðàöèÿ 
ýëåêòðîäîâ êîòîðîãî ïîêàçàíà íà ðèñ. 1,á. Ýêñïå-
ðèìåíòàëüíàÿ è ðàññ÷èòàííàÿ ïî àíàëèòè÷åñêîé 
ôîðìóëå àìïëèòóäû äåôîðìàöèè ñîñòàâëÿþò 3,18  
è 2,97 ìêì ñîîòâåòñòâåííî. 

 

 
Íîðìèðîâàííàÿ êîîðäèíàòà 

Ðèñ. 2. Ôóíêöèÿ îòêëèêà âòîðîãî ýëåêòðîäà ãèáêîãî çåðêà- 
ëà ñ êîíôèãóðàöèåé ýëåêòðîäîâ (ñì. ðèñ. 1,á): ñïëîøíàÿ  
ëèíèÿ – ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ çàâèñèìîñòü; øòðèõîâàÿ ëè-
íèÿ – ðàñ÷åò íà îñíîâàíèè àíàëèòè÷åñêîé ìîäåëè (îòíî-
ñèòåëüíîå îòêëîíåíèå îò ýêñïåðèìåíòà 0,37%); ïóíêòèðíàÿ 
ëèíèÿ – ðàñ÷åò íà îñíîâàíèè ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ 
 (îòíîñèòåëüíîå îòêëîíåíèå îò ýêñïåðèìåíòà 0,022%) 
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Íà ðèñ. 2 ïóíêòèðíîé ëèíèåé ïîêàçàí ðàñ÷åò 
ôóíêöèè îòêëèêà ýòîãî ýëåêòðîäà ïî ïðåäëàãàåìîé 
ìåòîäèêå, ðàññìîòðåíèþ êîòîðîé ïîñâÿùåíû ñëå-
äóþùèå ÷àñòè ñòàòüè. 

Ïðîåêöèîííàÿ ôîðìóëèðîâêà ÌÊÝ 
(ÌÊÝ-ÏÔ) 

Íåñìîòðÿ íà ñóùåñòâîâàíèå ÿâíîãî àíàëèòè÷å-
ñêîãî âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíêöèè îòêëèêà çàäàííîãî 
ýëåêòðîäà, áîëåå ýôôåêòèâíûì ÿâëÿåòñÿ ÷èñëåííîå 
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1). Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ 2

nsk , 
íåîáõîäèìûå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò 
êîëåáàíèé ïëàñòèíû, ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì òðàíñöåí-
äåíòíîãî óðàâíåíèÿ è ðàññ÷èòûâàþòñÿ ñ áîëüøèìè 
âû÷èñëèòåëüíûìè çàòðàòàìè. Îäíàêî ÷èñëåííîå 
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) îáû÷íûìè ÷èñëåííûìè ìå-
òîäàìè, íàïðèìåð êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé, âûçûâàåò 
îïðåäåëåííûå òðóäíîñòè, â ÷àñòíîñòè, ïðè íàõîæ-
äåíèè âòîðîé ïðîèçâîäíîé îò ðàçðûâíîé ôóíêöèè 
äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ. ÌÊÝ-ÏÔ 
ÿâëÿåòñÿ ìåòîäîì äëÿ ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ 
óðàâíåíèé â ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè ñ ãðàíè÷íûìè 
óñëîâèÿìè îïðåäåëåííîãî âèäà [6, 7] è ïîçâîëÿåò 
èçáåæàòü ýòèõ òðóäíîñòåé. 

Îí ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ýôôåêòèâíûì ïðè ðå-
øåíèè óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà ñ ãðàíè÷íûìè óñëî-
âèÿìè Íåéìàíà [8]. Â ñëó÷àå öåíòðàëüíîé ñèì-
ìåòðèè çàäà÷è (äëÿ ýëåêòðîäîâ â âèäå êîíöåíòðè-
÷åñêèõ êîëåö è ñâîáîäíîãî êðåïëåíèÿ çåðêàëà)  
è ñòàòè÷åñêîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (1) ìîæíî ñâåñòè 
ê äâóì óðàâíåíèÿì Ëàïëàñà, à ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ 
(1a) è (1á) ê óñëîâèÿì Íåéìàíà ñ ïîìîùüþ ñëå-
äóþùåé çàìåíû: 

2 2
2 31 1 1 1 1(2 )

( ) ( ), ( ) ( ).
2(1 ) el

d a E h h
U r W r f r E r

D
∆ −= ∇ =
− ν

 (3) 

Òîãäà ðåøàåìûå óðàâíåíèÿ ïðèîáðåòàþò ñëåäóþ-
ùèé âèä: 

 2 2( ) ( )U r f r∇ = ∇  (4) 

ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì 

 0
U
r

∂ =
∂

 ïðè r = 1; (4a) 

 2 ( ) ( )W r U r∇ =  (5) 

ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì 

 
( ) 1

( ),
1

W r
U r

r
∂ = −
∂ ν −

 (5à) 

ãäå W(r) – ïðîôèëü ïîâåðõíîñòè çåðêàëà; U(r) – 
ôóíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ êðèâèçíó ïîâåðõíîñòè;  
f(r) – áåçðàçìåðíàÿ íàïðÿæåííîñòü äåéñòâóþùåãî  
â ïüåçîêåðàìèêå ïîëÿ. Â ýòèõ óðàâíåíèÿõ èñïîëü-
çóåòñÿ áåçðàçìåðíàÿ êîîðäèíàòà r = ρ/a, íîðìèðî-
âàííàÿ íà ðàäèóñ ïëàñòèíû a. 

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4) îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íî-
ñòüþ äî ïðîèçâîëüíîé êîíñòàíòû, êîòîðóþ ìîæíî 
íàéòè èç óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ (5): 

 ( ) ( ) ,U r U r C= +  

 
2

0

1
.

(2 1)
circle

C Ud Ud
π 

 = σ − ν ϕ
 π ν −
 
∫∫ ∫  

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé ìåòîäîì ÌÊÝ-ÏÔ 
ìû èñïîëüçîâàëè ïðîãðàììíûé ïàêåò FastFlo 3.0, 
êîòîðûé ïîçâîëÿåò ðåøèòü óðàâíåíèå äåôîðìàöèè 
çåðêàëà. Ïðè÷åì ïðè äèñêðåòèçàöèè 400 òî÷åê íà 
ðàäèóñ âû÷èñëåíèÿ íà PC AMD 1700 228 Mb RAM 
çàíèìàþò ìåíüøå 1 ñ. 

Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëè-
ðîâàíèÿ ñ ïîìîùüþ ÌÊÝ-ÏÔ ãèáêîãî 5-ýëåêòðîäíî-
ãî çåðêàëà ñ ýëåêòðîäàìè â âèäå êîíöåíòðè÷åñêèõ 
êîëåö (ñõåìà ýëåêòðîäîâ ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 1,á). 
Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíû ôóíêöèè îòêëèêà äëÿ âòîðî-
ãî êîëüöà. Â òàáë. 1 ïðèâåäåíû îòíîñèòåëüíûå îò-
êëîíåíèÿ ðàññ÷èòàííûõ ôóíêöèé îòêëèêà îò ýêñïå-
ðèìåíòàëüíûõ äëÿ êàæäîãî ýëåêòðîäà, à òàêæå àì-
ïëèòóäû äåôîðìàöèè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ è ðàñ÷åò-
íûõ ôóíêöèé îòêëèêà. Èç ðèñ. 2 è òàáë. 1 âèäíî 
õîðîøåå êà÷åñòâåííîå è êîëè÷åñòâåííîå ñîâïàäåíèå 
ýêñïåðèìåíòàëüíûõ è ðàñ÷åòíûõ ôóíêöèé îòêëèêà. 
Îòëè÷èå ðàñ÷åòíîé è ýêñïåðèìåíòàëüíîé àìïëèòóä 
äåôîðìàöèè çåðêàëà íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ ïîãðåø-
íîñòè èçìåðåíèé, ÷òî òàêæå ïîäòâåðæäàåò õîðîøóþ 
òî÷íîñòü ìîäåëè. 

 

Ò à á ë è ö à  1  

Ñðàâíåíèå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ è ðàñ÷åòíûõ ôóíêöèé îòêëèêà 5-ýëåêòðîäíîãî çåðêàëà 

Íîìåð ýëåêòðîäà 1 2 3 4 5 
Àìïëèòóäà ýêñïåðèìåíòàëüíîé 
ôóíêöèè îòêëèêà, ìêì 

 
1,76 ± 0,11

 
3,18 ± 0,11

 
3,3 ± 0,11 

 
3,4 ± 0,11 

 
2,7 ± 0,11 

Àìïëèòóäà ðàñ÷åòíîé ôóíêöèè 
îòêëèêà, ìêì 

 
1,75 ± 0,11

 
3,06 ± 0,11

 
3,15 ± 0,11

 
3,33 ± 0,11 

 
2,81 ± 0,11 

Îòíîñèòåëüíîå îòêëîíåíèå, % 5,5 ⋅ 10–2 2,2 ⋅ 10–2 1,3 ⋅ 10–2 3,9 ⋅ 10–2 2,8 ⋅ 10–2 
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Âàðèàöèîííàÿ ôîðìóëèðîâêà ìåòîäà 
êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ-ÂÔ) 

Îäíàêî ïðîåêöèîííûé ïîäõîä ÌÊÝ íå ïîçâî-
ëÿåò ðåøèòü çàäà÷ó â îáùåì ñëó÷àå ïðè ïðîèçâîëü-
íîé êîíôèãóðàöèè ýëåêòðîäîâ. Åãî ïðèìåíåíèå 
îãðàíè÷èâàåòñÿ ïðåäïîëîæåíèåì, ÷òî çåðêàëî ÿâëÿ-
åòñÿ òîíêîé ïëîñêîé ïëàñòèíîé. Îäíàêî â äåéñòâè-
òåëüíîñòè îòðàæàþùàÿ ïîâåðõíîñòü çåðêàëà ìîæåò 
áûòü ñôåðè÷åñêîé, à òàêæå, äëÿ óäîáñòâà çàêðåïëå-
íèÿ, ðàäèóñ ïîäëîæêè, êàê ïðàâèëî, áîëüøå ðàäèó-
ñà êåðàìèêè. Êðîìå òîãî, â àíàëèòè÷åñêîé ìîäåëè 
çåðêàëà ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà 
ïîäëîæêè è êåðàìèêè îäèíàêîâû. Îäíàêî äëÿ øè-
ðîêî èñïîëüçóåìîé ïüåçîêåðàìèêè PKR-7 è ñòåêëà 
LK-105 [9] îíè ñîñòàâëÿþò 0,34 è 0,17 ñîîòâåòñò-
âåííî. Íè â àíàëèòè÷åñêîé ìîäåëè, íè â ÌÊÝ-ÏÔ 
îò ýòèõ ïðèáëèæåíèé èçáàâèòüñÿ íåâîçìîæíî. 

Ðàçðàáîòàííàÿ íàìè ÷èñëåííàÿ ìîäåëü, îñíî-
âàííàÿ íà ÌÊÝ-ÂÔ, ïîçâîëÿåò ó÷åñòü âñå ïåðå÷èñ-
ëåííûå âûøå êîíñòðóêòèâíûå îñîáåííîñòè çåðêàëà. 
Òàêæå ýòîò ìåòîä ÿâëÿåòñÿ áîëåå ïåðñïåêòèâíûì, 
ïîòîìó ÷òî åãî äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ïîçâîëÿåò èç-
áàâèòüñÿ îò ïðèáëèæåíèé òåîðèè äåôîðìàöèè òîí-
êèõ ïëàñòèí. ÌÊÝ-ÂÔ – ýòî ìåòîä ñâåäåíèÿ çàäà-
÷è ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì íåèçâåñòíûõ (ñìåùåíèå 
çåðêàëà â êàæäîé òî÷êå) ê óðàâíåíèÿì, ñâÿçûâàþ-
ùèì êîíå÷íîå ÷èñëî ïàðàìåòðîâ, ïðèáëèæåííî îïðå-
äåëÿþùèõ èñêîìûé ïðîôèëü ïîâåðõíîñòè çåðêàëà. 
 Â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäèêîé êîíå÷íûõ ýëåìåí-
òîâ [10] èññëåäóåìàÿ îáëàñòü ðàçáèâàåòñÿ íà êîíå÷-
íûå ýëåìåíòû ïðîñòîé ôîðìû, êîòîðûå, ïî ïðåäïî-
ëîæåíèþ, âçàèìîäåéñòâóþò òîëüêî â îãðàíè÷åííîì 
÷èñëå óçëîâûõ òî÷åê. Óðàâíåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå 
óçëîâûå ïàðàìåòðû, ïîëó÷àþòñÿ èç óñëîâèÿ ðàâíî-
âåñèÿ îòäåëüíîãî ýëåìåíòà è ïðèíèìàþò âèä 

 ,i i i iS R Z P= +  (6) 

ãäå 

 T

V

R B DBdV Z= ⋅∫  (7) 

– ìàòðèöà ðåàêöèé ýëåìåíòà; 

 T

V

P B f dV= −∫   

– âåêòîð ðåàêöèé ýëåìåíòà; Si – âåêòîð-ñòîëáåö 
ñèë, âîçíèêàþùèõ â óçëàõ ýëåìåíòà, åñëè åãî äå-
ôîðìàöèÿ îïèñûâàåòñÿ âåêòîðîì óçëîâûõ ïåðåìå-
ùåíèé Zi, à íà ýëåìåíò äåéñòâóþò óçëîâûå ñèëû, 
îïèñûâàåìûå âåêòîðîì ðåàêöèé ýëåìåíòà Pi, âîçíè-
êàþùèå çà ñ÷åò ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé. 
Óçëîâûå ïåðåìåùåíèÿ êàæäîãî ýëåìåíòà Zi ñâÿçàíû 
ñ ïðîôèëåì ïîâåðõíîñòè ( , )z r ϕ  äåôîðìèðîâàííîãî 
ýëåìåíòà ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè: z(r,ϕ) = 
= N(r,ϕ)Z, ãäå N(r,ϕ) – âåêòîð-ñòðîêà ôóíêöèé 
ôîðìû, êîòîðûå ïðèâåäåíû â òàáë. 2 â íîðìàëüíûõ 
êîîðäèíàòàõ Li, ñâÿçàííûõ ñ äåêàðòîâûìè êîîðäè-

íàòàìè â ïëîñêîñòè ïëàñòèíû (x,y) ñëåäóþùèìè 
ñîîòíîøåíèÿìè: 

 

1 1 23 32

2 1 23 32

3 1 23 32

13 23 13 23

1
1

,
2

2 , , , , , ,i j ij i jijk k

L k y x
L k y x x

A
L k y x y

A x y y x k e x y x y x y x y

    
    =     

        

= − = = −

 

ãäå xi, yi – êîîðäèíàòû âåðøèí ýëåìåíòà, èíäåêñû 
i, j ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ îò 1 äî 3. 

 

Ò à á ë è ö à  2  

Âåêòîð-
ñòðîêà Ôóíêöèÿ ôîðìû 

N1 L1(1 + L1L2 + L1L3 – L2
2 – L3

2) 
N2 –y12(L1

2L2 + 0,5L1L2L3) + y31(L1
2L3 + 0,5L1L2L3)

N2 –x21(L1
2L2 + 0,5L1L2L3) + x13(L1

2L3 + 0,5L1L2L3)
N1 L2(1 + L2L3 + L1L2 – L1

2 – L3
2) 

N5 –y23(L2
2L3 + 0,5L1L2L3) + y12(L2

2L1 + 0,5L1L2L3)
N6 –x32(L2

2L3 + 0,5L1L2L3) + x21(L2
2L1 + 0,5L1L2L3)

N7 L3(1 + L3L2 + L3L1 – L2
2 – L1

2) 
N8 –y31(L3

2L1 + 0,5L1L2L3) + y23(L3
2L2 + 0,5L1L2L3)

N9 –x31(L3
2L1 + 0,5L1L2L3) + x23(L3

2L2 + 0,5L1L2L3)
 

Ìàòðèöà æåñòêîñòè B = LN â (7) ïîëó÷àåòñÿ 
äèôôåðåíöèðîâàíèåì ôóíêöèé ôîðìû 

 
2 2 2

2 2

2
,TL z

x yx y

 ∂ ∂ ∂= −  ∂ ∂∂ ∂ 
 

ìàòðèöà  

 
2

1

2

2

1 0
1 0 ,

1
1

0 0
2

z E
D dz

∆

−∆

 
 ν
 

= ν − ν  − ν
 
 

∫  

èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî òîëùèíå ýëåìåíòà (êî-
îðäèíàòà z). Çàìåòèì, ÷òî ïàðàìåòðû ìàòåðèàëà E, 
ν ìîãóò çàâèñåòü îò z.  

Îêîí÷àòåëüíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ïåðå-
ìåùåíèé âñåõ óçëîâ ïîëó÷àåòñÿ èç óñëîâèÿ ðàâíî-
âåñèÿ ïëàñòèíû êàê ñîâîêóïíîñòè ýëåìåíòîâ. Â 
ñëó÷àå ñâîáîäíîé ãðàíèöû èç ýòîãî óñëîâèÿ ñëåäó-
åò, ÷òî â êàæäîì óçëå äåéñòâèÿ ýëåìåíòîâ Si äîëæ-

íû áûòü âçàèìîñêîìïåíñèðîâàíû: 0,i
j

i

S =∑  

ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì ýëåìåíòàì, 
âêëþ÷àþùèì çàäàííûé óçåë j. Îïèñàííàÿ 
ïðîöåäóðà áûëà ðåàëèçîâàíà íà Matlab 6.0. Äëÿ 
÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ áûëî âûáðàíî ãèáêîå 
çåðêàëî ñ êîíôèãóðàöèåé ýëåêòðîäîâ, 
ïðåäñòàâëåííûõ íà ðèñ. 1,â. Íà ðèñ. 3 
ïðåäñòàâëåíû ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ (à) è ðàñ÷åòíàÿ 
(á) ôóíêöèè îòêëèêà ýëåêòðîäà, ïðèíàäëåæàùåãî 
ñðåäíåìó êîëüöó (18-é ýëåêòðîä). Âèäíî íåïëîõîå êà÷åñòâåííîå ñîîòâåòñòâèå ðå-
çóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî ñ÷åòà è ýêñïåðèìåíòàëüíî 
èçìåðåííûõ ôóíêöèé îòêëèêà. Êîëè÷åñòâåííîå ñî-
îòâåòñòâèå ðàñ÷åòíûõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ôóíê-
öèé îòêëèêà ïîäòâåðæäàåò ðèñ. 4, ãäå ïðåäñòàâëåíû 



 Àíàëèòè÷åñêàÿ è ÷èñëåííàÿ ìîäåëè ãèáêîãî áèìîðôíîãî çåðêàëà 281 
12.* 

âêëàäû ïîëèíîìîâ Öåðíèêå â ýêñïåðèìåíòàëüíóþ  
è ðàñ÷åòíóþ ôóíêöèè îòêëèêà. 

 

 
 à á 
Ðèñ. 3. Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ ôóíêöèÿ îòêëèêà ýëåêòðîäà âòî-
ðîãî êîëüöà (¹ 18) (à); ðàñ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ îòêëèêà ýëåê-
òðîäà âòîðîãî êîëüöà (á). Îòíîñèòåëüíîå îòêëîíåíèå 7,7% 

 

 
Ðèñ. 4. Ñðàâíåíèå âêëàäà ïîëèíîìîâ Öåðíèêå â ôóíêöèè 

îòêëèêà êàæäîãî êîëüöà ýëåêòðîäîâ 
 
Íàêëîíû âû÷òåíû, ïîýòîìó íóìåðàöèÿ íà÷èíà-

åòñÿ ñ 3-ãî ïîëèíîìà. Îòëè÷èÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîé 
è ðàñ÷åòíîé ôóíêöèé îòêëèêà (ñì. ðèñ. 3 è 4) ìî-
ãóò îáúÿñíÿòüñÿ òåì, ÷òî â ðåàëüíîñòè çàêðåïëåíèå 
çåðêàëà íå ÿâëÿåòñÿ, ñòðîãî ãîâîðÿ, àáñîëþòíî ñâî-
áîäíûì. Áîëåå òîãî, ìû òàêæå íå ó÷èòûâàëè âëèÿíèå 
êëåÿ, èçìåíÿþùåãî âçàèìîäåéñòâèå ïîäëîæêè è êå-
ðàìèêè. Îäíàêî, êàê âèäíî èç ðèñ. 4, îòëè÷èÿ ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíîé è ðàñ÷åòíîé ôóíêöèé îòêëèêà íà-
õîäÿòñÿ â ïðåäåëàõ ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèé è ðàñ-
÷åòà, ÷òî ïîäòâåðæäàåò õîðîøóþ òî÷íîñòü ìîäåëè. 
 

Çàêëþ÷åíèå 

Îïèñàíû äâå ÷èñëåííûå ìîäåëè ïîëóïàññèâíî-
ãî çåðêàëà, ñîçäàííûå íà îñíîâå äâóõ ïîäõîäîâ 
ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, è ïðîâåäåí èõ ñðàâíè-
òåëüíûé àíàëèç. Ïðîåêöèîííûé àëãîðèòì, îñíîâàí-

íûé íà ðåøåíèè óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùåãî äåôîð-
ìàöèþ òîíêîé ïëàñòèíû, ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì, êîìïüþ-
òåðíàÿ ïðîãðàììà, ïîñòðîåííàÿ íà åãî îñíîâå, îáëà-
äàåò âûñîêèì áûñòðîäåéñòâèì, îäíàêî îí ïðèìåíèì 
òîëüêî äëÿ öåíòðàëüíîé ñèììåòðèè. Âàðèàöèîííûé 
ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ñîîòíîøåíèÿõ äëÿ ïëàñòèíû 
êàê ñîâîêóïíîñòè êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, îáëàäàåò 
ìåíüøèì áûñòðîäåéñòâèåì, îäíàêî ïðèìåíèì äëÿ 
ýëåêòðîäîâ çåðêàëà ïðîèçâîëüíîé ôîðìû. Ñðàâíå-
íèå ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè ðåçóëüòàòàìè ïîêàçàëî 
õîðîøóþ òî÷íîñòü îáåèõ ìîäåëåé: îòêëîíåíèå ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíûõ ôóíêöèé îòêëèêà îò òåîðåòè÷åñêèõ 
íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèé. 
Òàêæå â õîäå ðàáîòû ïîëó÷åíî óòî÷íåííîå âûðàæå-
íèå äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî âûðàæåíèÿ ôóíêöèè îò-
êëèêà ýëåêòðîäà, êîòîðîå äàåò íå òîëüêî êà÷åñòâåí-
íîå, íî è êîëè÷åñòâåííîå ñîîòâåòñòâèå ýêñïåðèìåí-
òàëüíûì äàííûì. 

Äàííàÿ ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ïðîåêòà 
ÌÍÒÖ 2631 «Àäàïòèâíàÿ îïòè÷åñêàÿ ñèñòåìà äëÿ 
ôàçîâîé êîððåêöèè ëàçåðíûõ ïó÷êîâ ñ âèíòîâûìè 
äèñëîêàöèÿìè âîëíîâîãî ôðîíòà». 
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An improved analytical expression of the response function of a deformable semipassive bimorph mirror is 
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