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Ïðåäñòàâëåíà îáîáùåííàÿ ôîðìóëà, ïîçâîëÿþùàÿ íàõîäèòü êîýôôèöèåíòû ðåãðåññèè ëèíåéíîãî óðàâ-
íåíèÿ Y = K0 + K1X äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ, êîãäà ðàçáðîñ òî÷åê â êîððåëÿöèîííîé ñâÿçè âåëè÷èí X è Y îáó-
ñëîâëåí êàê èõ ñëó÷àéíûìè ïîãðåøíîñòÿìè èçìåðåíèé, òàê è íåêîíòðîëèðóåìûìè ôèçè÷åñêèìè ôàêòîðàìè. 
Âñå èçâåñòíûå âûðàæåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ðåãðåññèè îêàçàëèñü ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè ïîëó÷åííîé ôîðìó-
ëû. Ïðåäëîæåíû ñïîñîáû è ïðèâåäåíû âûðàæåíèÿ äëÿ îöåíêè ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèõ ïîãðåøíîñòåé èçìå-
ðÿåìûõ âåëè÷èí, âõîäÿùèõ â ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðåãðåññèè, èç ýêñïåðèìåíòàëüíûõ 
äàííûõ. 

 

Ââåäåíèå 

Ïðè ðàáîòå ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè 
÷àñòî âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü íàõîæäåíèÿ êîýô-
ôèöèåíòîâ ëèíåéíîé ðåãðåññèè ìåæäó äâóìÿ ôèçè-
÷åñêèìè âåëè÷èíàìè. Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ êî-
ýôôèöèåíòû ðåãðåññèè èìåþò êîíêðåòíûé ôèçè÷å-
ñêèé ñìûñë è äëÿ êîððåêòíîé èíòåðïðåòàöèè ïîëó-
÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ î÷åíü âàæíî íàéòè èõ çíà÷åíèÿ 
íàèëó÷øèì îáðàçîì. Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ôîðìóë 
äëÿ íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðåãðåññèè [1–3], 
íî íå äëÿ âñåõ åñòü îáùåå ïîíèìàíèå, â êàêèõ ñëó-
÷àÿõ èõ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ 
îòñóòñòâóåò åäèíûé ïîäõîä ê íàõîæäåíèþ êîýôôè-
öèåíòîâ ëèíåéíîé ðåãðåññèè äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ, 
ò.å. êîãäà ðàçáðîñ òî÷åê â êîððåëÿöèîííîé ñâÿçè 
ìåæäó äâóìÿ âåëè÷èíàìè îáóñëîâëåí êàê èõ ñëó-
÷àéíûìè ïîãðåøíîñòÿìè èçìåðåíèé, òàê è íåêîí-
òðîëèðóåìûìè ôèçè÷åñêèìè ôàêòîðàìè. 

Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, 
÷òîáû ïîëó÷èòü îáîáùåííóþ ôîðìóëó äëÿ âû÷èñ-
ëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ëèíåéíîé ðåãðåññèè è ïðè-
ìåíèòü åå äëÿ ïîñòðîåíèÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ 
ðåãèîíàëüíûõ ìîäåëåé àýðîçîëüíîãî îñëàáëåíèÿ. 
 

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è 

Ðàññìîòðèì äâå ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû X0 è Y0, 
ìåæäó êîòîðûìè ñóùåñòâóåò ñòàòèñòè÷åñêàÿ êîððå-
ëÿöèîííàÿ ñâÿçü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòà ñâÿçü ìî-
æåò áûòü îïèñàíà ëèíåéíîé çàâèñèìîñòüþ 

 Y0 = K0 + K1 X0, (1) 
à òðåáóåòñÿ íàéòè êîýôôèöèåíòû ðåãðåññèè K0 è K1, 
êîòîðûå íàèëó÷øèì îáðàçîì îòðàæàþò ôèçè÷åñêóþ 
âçàèìîñâÿçü ìåæäó íèìè. 

Òàê êàê X0 è Y0 èçìåðÿþòñÿ ñî ñëó÷àéíûìè 
ïîãðåøíîñòÿìè, òî íà ïðàêòèêå ìû èìååì äåëî ñ âå-
ëè÷èíàìè X è Y, äëÿ êîòîðûõ óðàâíåíèå ðåãðåññèè 
çàïèøåòñÿ â âèäå 

 Y = K0 + K1 X. (2) 

Çàïèñü óðàâíåíèé (1) è (2) ñ îäèíàêîâûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè ðåãðåññèè ãîâîðèò î òîì, ÷òî ïî-
ñëåäíèå íå äîëæíû çàâèñåòü îò ñëó÷àéíûõ ïîãðåø-
íîñòåé èçìåðåííûõ X è Y. Â äàëüíåéøåì áóäåì 
ãîâîðèòü î íàõîæäåíèè òîëüêî êîýôôèöèåíòà ðåã-
ðåññèè K1, òàê êàê K0 âû÷èñëÿåòñÿ ïîñëå íàõîæäå-
íèÿ K1 ïî èçâåñòíîé ôîðìóëå 

 0 1 ,K Y K X= −  (3) 

ãäå X  è Y  – ñðåäíèå çíà÷åíèÿ X è Y. 

2. Íîâûé ïîäõîä 

Íîâûé ïîäõîä ê íàõîæäåíèþ êîýôôèöèåíòà 
ðåãðåññèè K1 çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùèõ äâóõ ìî-
ìåíòàõ. 

1. Ïðåäëàãàåòñÿ X è Y íîðìèðîâàòü ñîîòâåòñò-

âåííî íà çíà÷åíèÿ 
0

2 2

X Xδ + δ  è 
0

2 2

Y Yδ + δ .  

2. Ïðè íàõîæäåíèÿ K1 èñïîëüçóåòñÿ îðòîãî-
íàëüíàÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ, ò.å. ìè-
íèìèçèðóåòñÿ ñóììà êâàäðàòîâ îòêëîíåíèé, ïåð-
ïåíäèêóëÿðíûõ èñêîìîé ïðÿìîé.  

Âåëè÷èíû δX è δY – ñëó÷àéíûå ñðåäíåêâàäðàòè-
÷åñêèå ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèÿ X è Y äëÿ ðàññìàòðè-
âàåìîãî ìàññèâà äàííûõ; δX0

 è δY0
 – íåêîòîðûå âåëè-

÷èíû, õàðàêòåðèçóþùèå ðàçáðîñ òî÷åê â êîððåëÿöè-
îííîé ñâÿçè ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí X0 è Y0 çà ñ÷åò  
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íåêîíòðîëèðóåìûõ ôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ. Òîãäà 
óðàâíåíèå ëèíåéíîé ðåãðåññèè çàïèøåòñÿ â âèäå 
 

 

0 0

0 1
2 2 2 2

.

Y Y X X

Y X
K K

′ ′= +
δ + δ δ + δ

 (4) 

Çäåñü âåëè÷èíû δX0
 è δY0

 íàõîäÿòñÿ èç ðåøåíèÿ 

ñèñòåìû äâóõ óðàâíåíèé. 
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ âîñïîëüçó-

åìñÿ èçâåñòíîé ôîðìóëîé [1]: 

 ρ
XY

σ
X

σ
Y
 = ρ

X0Y0
σ
X0

σ
Y0

, (5) 

ãäå ρ
XY

 – êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ìåæäó X è Y; 

σ
X
 è σ

Y
 – ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèå îòêëîíåíèÿ X è Y; 

ρ
X0Y0

 – êîýôôèöèåíò êоððåëÿöèè ìåæäó X0 è Y0; 

σ
X0

σ
Y0

 – ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèå îòêëîíåíèÿ X0 è Y0. 

Òîãäà ïåðâîå óðàâíåíèå çàïèøåì â âèäå 

 
0 0 0 0 0 0 0 0

2 2 2 2
,X Y X Y X X Y Yρ σ σ = σ − δ σ − δ  (6) 

ãäå 

 
0

2 2

X X Xσ = σ − δ ; 
0

2 2

Y Y Yσ = σ − δ . 

Âòîðîå óðàâíåíèå çàïèøåì â âèäå 

 
0 0 0 0
/ /X X Y Yδ σ = δ σ  (7) 

è íàçîâåì óñëîâèåì ïðîïîðöèîíàëüíîñòè âåëè÷èí 
δX0

, δY0
 è σX0

, σY0
. Ââåäåíèå âåëè÷èí δX0

, δY0
  

è çàïèñü óñëîâèÿ (7) ÿâëÿþòñÿ êëþ÷åâûìè ìîìåí-
òàìè â äàííîé ðàáîòå, òàê êàê ýòî ïîçâîëèëî ïîëó-
÷èòü îáîáùåííîå ðåøåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ëè-
íåéíîé ðåãðåññèè óðàâíåíèÿ (2). 

3. Ðåçóëüòàòû 

Ïîñëå ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (6) è (7) 
ïîëó÷èì 
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XYX
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 (8) 
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  ρ δδ = σ − −   σ   − δ σ − δ σ  

 (9) 

Ñ ó÷åòîì (8) è (9) íàéäåì çíà÷åíèÿ 
0

2 2

X Xδ + δ  

è 
0

2 2

Y Yδ + δ  â ñëåäóþùåì âèäå: 

 
0

2 2
,X X XAδ + δ = σ  (10) 

 
0

2 2
,Y Y YBδ + δ = σ  (11) 

ãäå 

0 0

2 2 2

2 2 2

1
1 (1 ) 1 ,

1

X X X

X Y XY

X Y Y

A
δ − δ σ= − ρ − = − ρ
σ − δ σ

  (12) 

0 0

2 2 2

2 2 2

1
1 (1 ) 1 .

1

Y Y Y

X Y XY

Y X X

B
δ − δ σ= − ρ − = − ρ
σ − δ σ

 (13) 

Ñ ó÷åòîì (10) è (11) óðàâíåíèå ëèíåéíîé ðåã-
ðåññèè (4) çàïèøåòñÿ â âèäå 

 0 1 .

Y X

Y X
K K

B A

′ ′= +
σ σ

 (14) 

Óðàâíåíèå (14) ëåãêî ïðèâåñòè ê âèäó (2): 

 0 1 0 1 ,

Y

Y

X

B
Y K B K X K KX

A

σ′ ′= σ + = +
σ

 (15) 

ãäå 

 0 0 ,YK K A B
′= σ  (16) 

 1 1 .

Y

X

B
K K

A

σ′=
σ

 (17) 

Ïðèìåíÿÿ îðòîãîíàëüíóþ ñðåäíåêâàäðàòè÷å-
ñêóþ ðåãðåññèþ ê óðàâíåíèþ (14) è èñïîëüçóÿ ñî-
îòíîøåíèå (17), ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ èñêîìîãî 
êîýôôèöèåíòà ðåãðåññèè: 

2

2

1

1
4 ,

2

Y

XY

X XY

B A B A B
K

A B A B A

 σ     = − + − + ρ    σ ρ      

 (18) 

ãäå À è Â îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè (12) è (13). 
Âïåðâûå ôîðìóëà (18) áûëà ïðåäñòàâëåíà â [4],  
à ïîäðîáíî îïèñàíà â [5]. 

4. Àíàëèç 

Âûðàæåíèå (18) ïîçâîëÿåò óñòàíàâëèâàòü îä-
íîçíà÷íóþ ñâÿçü ìåæäó X è Y è îïðåäåëÿòü óñëî-
âèÿ èñïîëüçîâàíèÿ èçâåñòíûõ òèïîâ ëèíåéíîé ðåã-
ðåññèè. 

Ïîêàæåì, ÷òî âñå èçâåñòíûå àíàëèòè÷åñêèå âû-
ðàæåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòà ðåãðåññèè K1 óðàâíåíèÿ 
(2) ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè ôîðìóëû (18). 

4.1. Òàê, äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ðàçáðîñ òî÷åê â êîð-
ðåëÿöèîííîé ñâÿçè X è Y îáóñëîâëåí òîëüêî èõ 
ñëó÷àéíûìè ïîãðåøíîñòÿìè, ò.å. ρX0Y0

 = 1, ïîëó-

÷èì èçâåñòíîå âûðàæåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòà ðåã-
ðåññèè K1, ïðèâåäåííîå â [1]: 

 

1

2

2

1

2

4 .

Y Y X X Y

X XY X Y Y X

Y X X Y

XY

X Y Y X

K


 δ σ δ σ δ= − + δ ρ σ δ σ δ 


 σ δ σ δ + − + ρ  σ δ σ δ  

 

(19)

 

4.1.1. Ïðè δX = 0 è δY ≠ 0 èìååì 

 1
0

1
lim

2X

Y Y X X Y

X XY X Y Y X

K
δ →


 δ σ δ σ δ= − + δ ρ σ δ σ δ 
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2

2
1 4 .

Y X X Y Y X

XY

X Y Y X X Y


   σ δ σ δ σ δ + − + + ρ    σ δ σ δ σ δ    

 

Ðàçëàãàÿ âûðàæåíèå ïîä êâàäðàòíûì êîðíåì  
â ðÿä Ìàêëîðåíà [6] è îñòàâëÿÿ ïåðâûå äâà ÷ëåíà, 
ïîëó÷èì  

 

1
0

2

2

1
lim

2

1 2 .

X

Y

X XY

Y X X Y Y X X Y

X Y Y X X Y Y X

Y X Y
XY XY

X Y X

K
δ →

δ= ×
δ ρ

   σ δ σ δ σ δ σ δ× − + − + ×   σ δ σ δ σ δ σ δ   

  σ δ σ
 × + ρ = ρ σ δ σ    

 

(20)

 

Ýòî èçâåñòíàÿ ôîðìóëà äëÿ êîýôôèöèåíòà K1 
óðàâíåíèÿ ïðÿìîé ðåãðåññèè Y = K0 + K1 X, êîòî-
ðàÿ íàõîäèòñÿ ïóòåì ìèíèìèçàöèè ñóììû êâàäðà-
òîâ îòêëîíåíèé âäîëü îñè Y îò èñêîìîé ïðÿìîé [2]. 

4.1.2. Ïðè δY = 0 è δX ≠ 0 èìååì 

 

1
0

2

2

1
lim

2

1 4 .

Y

Y Y X X Y

X XY X Y Y X

Y X X Y X Y

XY

X Y Y X Y X

K
δ →


 δ σ δ σ δ= − + δ ρ σ δ σ δ 


   σ δ σ δ σ δ + − + ρ    σ δ σ δ σ δ    

 

Ïðîâåäÿ ïðîöåäóðó ðàçëîæåíèÿ âûðàæåíèÿ 
ïîä êâàäðàòíûì êîðíåì â ðÿä Ìàêëîðåíà [6] è îñ-
òàâëÿÿ ïåðâûå äâà ÷ëåíà, ïîëó÷èì 

1
0

2

2

1
lim

2

1
1 2 .

Y

Y Y X X Y

X XY X Y Y X

Y X X Y X Y Y

XY

X Y Y X Y X X XY

K
δ →

 δ σ δ σ δ= − + δ ρ σ δ σ δ 

    σ δ σ δ σ δ σ
 + − + ρ =   σ δ σ δ σ δ σ ρ      

  

  (21) 

Ôîðìóëà (21) – òàêæå èçâåñòíàÿ ôîðìóëà äëÿ 

êîýôôèöèåíòà 1/ 1K
∗  óðàâíåíèÿ îáðàòíîé ðåãðåññèè 

0 1X K K Y
∗ ∗= + , êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì ìèíèìè-

çàöèè ñóììû êâàäðàòîâ îòêëîíåíèé âäîëü îñè X îò 
èñêîìîé ïðÿìîé [2]. 

4.1.3. Ïðè δX = δY ≠ 0 ïîëó÷èì èçâåñòíóþ 
ôîðìóëó 

 
2

2

1

1
4

2

Y X Y X

XY

XY X Y X Y

K

 
   σ σ σ σ = − + − + ρ    ρ σ σ σ σ     

 (22) 

äëÿ êîýôôèöèåíòà K1 óðàâíåíèÿ îðòîãîíàëüíîé 
ðåãðåññèè Y = K0 + K1X, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ ïóòåì 
ìèíèìèçàöèè ñóììû êâàäðàòîâ îòêëîíåíèé, ïåð-
ïåíäèêóëÿðíûõ èñêîìîé ïðÿìîé [3]. 

4.2. Åñëè δX/σX = δY/σY, òî èç âûðàæåíèÿ (18) 
âûòåêàåò ïðîñòàÿ ôîðìóëà äëÿ êîýôôèöèåíòà 
ðåãðåññèè 

 K1 = σY/σX. (23) 

Çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëà (23) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé 
ñðåäíåå ãåîìåòðè÷åñêîå ôîðìóë (20) è (21). 

5. Äèàïàçîí èçìåí÷èâîñòè 
êîýôôèöèåíòà ðåãðåññèè 

Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ðàçáðîñ òî÷åê â êîððåëÿöè-
îííîé ñâÿçè âåëè÷èí X è Y îáóñëîâëåí òîëüêî èõ 
ñëó÷àéíûìè ïîãðåøíîñòÿìè, ò.å. ρX0Y0

 = 1, êîýô-

ôèöèåíò ðåãðåññèè áóäåò èçìåíÿòüñÿ â ñëåäóþùèõ 
ïðåäåëàõ: 

 1

1
,Y Y

XY

X X XY

K
σ σρ ≤ ≤
σ σ ρ

 (24) 

à ïðè ρX0Y0
 < 1 

 1

1
.

Y Y

XY

X X XY

K
σ σρ < <
σ σ ρ

 (25) 

Êàê âèäíî èç âûðàæåíèé (24), (25), êîýôôè-
öèåíòû äëÿ ïðÿìîé è îáðàòíîé ðåãðåññèé ïðèíè-
ìàþò ñîîòâåòñòâåííî ìèíèìàëüíîå è ìàêñèìàëüíîå 
çíà÷åíèÿ. 

6. Âû÷èñëåíèå ñëó÷àéíûõ 
ïîãðåøíîñòåé èç ýêñïåðèìåíòàëüíûõ 

äàííûõ 

Ôîðìóëà (18) èìååò öåííîñòü òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà èçâåñòíû ñëó÷àéíûå ïîãðåøíîñòè δX è δY. È ÷åì 
òî÷íåå îïðåäåëåíû ïîãðåøíîñòè, òåì ìåíüøå áóäåò 
îøèáêà â âû÷èñëåíèè êîýôôèöèåíòà ðåãðåññèè K1. 
 Â ðÿäå ñëó÷àåâ çíà÷åíèÿ δX è δY ìîãóò áûòü 
íàéäåíû èç ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ. Òàê, äëÿ 
X è Y ìîæíî ïîëó÷èòü ïî äâà ïîäîáíûõ ìàññèâà. 
Òîãäà, èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (5), íàéäåì èñêîìûå 
ïîãðåøíîñòè 

 1 ,X X XXδ = σ − ρ  (26) 

 1 ,Y Y YYδ = σ − ρ  (27) 

ãäå ρXX è ρYY – íîðìèðîâàííûå êîýôôèöèåíòû 
àâòîêîððåëÿöèè äëÿ X è Y.  

Ïðè îòñóòñòâèè èñõîäíûõ äàííûõ äëÿ íàõîæ-
äåíèÿ ïîãðåøíîñòåé ïî òî÷íûì ôîðìóëàì (26), 
(27) ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ âûðàæåíèÿìè äëÿ èõ 
ïðèáëèæåííîé îöåíêè. Äëÿ ýòîãî âûáåðåì âåëè÷è-
íû X è X′, Y è Y′, íåçíà÷èòåëüíî îòëè÷àþùèåñÿ 
äðóã îò äðóãà.  

Ïîëàãàÿ â (5) δX = δX′, δY = δY′, 
0 0

1X X′ρ = , 

0 0
1Y Y ′ρ = , ïîëó÷èì âåðõíèå îöåíêè äëÿ δX è δY: 

 
2 2 2 2

2 2 2 2( ) ,
2 2

X X X X
X XX X X

′ ′
′ ′

σ + σ σ − σδ = − + ρ σ σ  (28) 
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12. Îïòèêà àòìîñôåðû è îêåàíà, ¹ 1–2. 

 
2 2 2 2

2 2 2 2( ) .
2 2

Y YY Y
Y YY Y Y

′ ′
′ ′

σ + σ σ − σ
δ = − +ρ σ σ  (29) 

Çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëû (26), (27) ÿâëÿþòñÿ ÷à-
ñòíûìè ñëó÷àÿìè ôîðìóë (28), (29) ïðè óñëîâèè, 

÷òî σX = σX′ è σY = σY′ ñîîòâåòñòâåííî. 
Åñëè èçâåñòíà îäíà èç ïîãðåøíîñòåé (δX èëè 

δY), à ðàçáðîñ òî÷åê â èñêîìîé çàâèñèìîñòè îáó-
ñëîâëåí òîëüêî ñëó÷àéíûìè ïîãðåøíîñòÿìè (ò.å. 
ρX0Y0

 = 1), òî ñîãëàñíî (5) çíà÷åíèÿ äðóãèõ ïî-

ãðåøíîñòåé áóäóò âû÷èñëÿòüñÿ ïî ñëåäóþùèì ôîð-
ìóëàì: 

 
2

2

2 2
1

Y

X X XY

Y Y

σδ = σ − ρ
σ − δ

 (30) 

èëè 

 
2

2

2 2
1 .

X

Y Y XY

X X

σδ = σ − ρ
σ − δ

 (31) 

Åñëè ïðè ýòîì îäíà èç ïîãðåøíîñòåé (δX èëè 
δY) ðàâíà íóëþ, òî, êàê ñëåäóåò èç (30) è (31), çíà-
÷åíèÿ äðóãèõ ïîãðåøíîñòåé áóäóò âû÷èñëÿòüñÿ ïî 
ôîðìóëàì 

 2
1X X XYδ = σ − ρ  (32) 

èëè 

 2
1 .Y Y XYδ = σ − ρ  (33) 

Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçîâàíèå ôîðìóë (26)–
(33) äëÿ ðàçíûõ óñëîâèé ïîçâîëÿåò îöåíèâàòü ñëó-
÷àéíûå ïîãðåøíîñòè èçìåðÿåìûõ âåëè÷èí íåïî-
ñðåäñòâåííî èç ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ. 

7. Ïðèìåíåíèå îáîáùåííîé ôîðìóëû 
äëÿ ïîñòðîåíèÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé 

ìîäåëè àýðîçîëüíîãî îñëàáëåíèÿ 

Ðàáîòîñïîñîáíîñòü è ýôôåêòèâíîñòü ïðèìåíåíèÿ 
ôîðìóëû (18) ïðîäåìîíñòðèðóåì íà ïðèìåðå ïî-
ñòðîåíèÿ ìîäåëè àýðîçîëüíîãî îñëàáëåíèÿ, ïîçâî-
ëÿþùåé ïî èçìåðåíèÿì êîýôôèöèåíòîâ àýðîçîëüíîãî 
îñëàáëåíèÿ â îáëàñòè ñïåêòðà 0,48 ìêì (X) ðàññ÷è-
òûâàòü àýðîçîëüíîå îñëàáëåíèå â îáëàñòè 1,06 ìêì 
(Y). Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè 
äàííûìè, ïîëó÷åííûìè â àðèäíîé çîíå Êàçàõñòàíà 
â ëåòíèé ñåçîí [7]. Íà ðèñóíêå ïðèâåäåíà âçàèìî-
ñâÿçü ìåæäó êîýôôèöèåíòàìè àýðîçîëüíîãî îñëàá-

ëåíèÿ íà äëèíàõ âîëí 0,48 è 1,06 ìêì. Ðàçäåëèì 
âåñü ìàññèâ íà òðè ìàññèâà I, II è III, êàê ïîêàçàíî 
íà ðèñóíêå, ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè è èç èõ êîìáè-
íàöèé ñôîðìèðóåì ÷åòûðå ðàçíûõ ìàññèâà. 

 

 
 α(0,48), êì–1 

Äëÿ ðàñ÷åòà ñëó÷àéíûõ ïîãðåøíîñòåé δX è δY 
âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëàìè (28), (29), ãäå â êà÷åñòâå 
íåäîñòàþùèõ âåëè÷èí Õ′ è Y′ âîçüìåì ìàññèâû 
êîýôôèöèåíòîâ àýðîçîëüíîãî îñëàáëåíèÿ â áëè-
æàéøèõ îáëàñòÿõ ñïåêòðà 0,55 è 0,87 ìêì. Âû÷èñ-
ëèâ ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè êîýôôèöèåíòîâ 
àýðîçîëüíîãî îñëàáëåíèÿ íà äëèíàõ âîëí 0,48, 0,55, 
0,87 è 1,06 ìêì äëÿ êàæäîãî ìàññèâà, íàéäåì çíà-
÷åíèÿ ñëó÷àéíûõ ïîãðåøíîñòåé. 

Â òàáë. 1 ïðèâåäåíû íîìåðà ñôîðìèðîâàííûõ 
ìàññèâîâ, èõ ðàçìåðíîñòü, ñîñòàâ è çíà÷åíèÿ ñòàòè-
ñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê, êîòîðûå íåîáõîäèìû äëÿ 
ðàñ÷åòà êîýôôèöèåíòîâ ðåãðåññèè ëèíåéíîãî óðàâ-
íåíèÿ α(1,06) = K0 + K1α(0,48) ïî îáîáùåííîé 
ôîðìóëå (18) è ïî ôîðìóëàì (19), (20), (22), ãäå 
α(1,06) = Y, à α(0,48) = X. 

Â òàáë. 2 ïðèâåäåíû ïàðàìåòðû ìîäåëåé àýðî-
çîëüíîãî îñëàáëåíèÿ α(1,06) = K0 + K1α(0,48), ðàñ-
ñ÷èòàííûå ïî ôîðìóëàì (18)–(20) è (22). Îáðàùà-
åò íà ñåáÿ âíèìàíèå òîò ôàêò, ÷òî ìîäåëè, ïðåäñòàâ-
ëÿþùèå ñîáîé ðåãðåññèþ Y íà X, ïîëó÷åíû äëÿ 
ðàçíûõ ìàññèâîâ ïî ôîðìóëå (20) è õàðàêòåðèçó-
þòñÿ íåóñòîé÷èâûìè çíà÷åíèÿìè êîýôôèöèåíòîâ 
ðåãðåññèè.  

 

Ò à á ë è ö à  1  

Íîìåð, ðàçìåðíîñòü, ñîñòàâ è ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñôîðìèðîâàííûõ ìàññèâîâ 

Ìàññèâ 

¹ 
ðàçìåð-
íîñòü 

ñîñòàâ 
ρXY 

X ,
êì–1 

σX, 
êì–1 

δX, 
êì–1 

Y ,
êì–1 

σY, 
êì–1 

δY,  
êì–1 

1 160 I + II + III 0,84 0,057 0,0241 0,0063 0,049 0,0200 0,0050 
2 120 I + II 0,71 0,047 0,0177 0,0058 0,041 0,0146 0,0051 
3 120 II + III 0,72 0,067 0,0194 0,0066 0,057 0,0160 0,0049 
4 80 II 0,33 0,056 0,0127 0,0071 0,049 0,0100 0,0049 
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Ò à á ë è ö à  2  

Ïàðàìåòðû ìîäåëåé àýðîçîëüíîãî îñëàáëåíèÿ αααα(1,06) = K0 + K1αααα(0,48) 

Ôîðìóëà 

 (20)  (22)  (19)  (18) 
¹ 

ìàññèâà 
K1 K0, êì–1 K1 K0, êì–1 K1 K0, êì–1 K1 K0, êì–1 

1 0,70 0,009 0,80 0,004 0,84  0,001 0,83 0,002 
2 0,59 0,013 0,76 0,005 0,80  0,003 0,82 0,002 
3 0,59 0,017 0,77 0,006 0,86 –0,001 0,83 0,001 
4 0,26 0,034 0,50 0,020 1,00 –0,007 0,83 0,003 

 
Ìîäåëè, ïîëó÷åííûå ïî ôîðìóëå (22) äëÿ îð-

òîãîíàëüíîé ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé ðåãðåññèè è ïî 
ôîðìóëå (19) äëÿ ñòðóêòóðíîãî ñîîòíîøåíèÿ [1], 
äàþò áîëåå ñòàáèëüíûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ 
ðåãðåññèè, íî òàêæå ÿâëÿþòñÿ íåóñòîé÷èâûìè, ÷òî 
õîðîøî âèäíî íà ïðèìåðå ìàññèâà ¹ 4. 

Â òî æå âðåìÿ ìîäåëè, ïîëó÷åííûå äëÿ ðàçíûõ 
ìàññèâîâ ïî îáîáùåííîé ôîðìóëå (18), ìàëî îòëè-
÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà. Ýòè ÷åòûðå ìîäåëè ïîêàçàíû 
íà ðèñóíêå ñïëîøíûìè ëèíèÿìè. Òàêèì îáðàçîì, 
ôîðìóëà (18) ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü óñòîé÷èâûå è äîñ-
òîâåðíûå ðåãèîíàëüíûå ìîäåëè, ïðàêòè÷åñêè íå çà-
âèñÿùèå îò ðàçìåðíîñòè ìàññèâà è êîýôôèöèåíòà 
êîððåëÿöèè ρXY. Êðîìå òîãî, ìîäåëè, ïîëó÷àåìûå 
ïî ôîðìóëå (18), ÿâëÿþòñÿ ôèçè÷åñêè êîððåêòíû-
ìè. Òàê, àðèäíàÿ çîíà Êàçàõñòàíà â ëåòíèé ïåðèîä 
õàðàêòåðèçóåòñÿ ïðàêòè÷åñêè êâàçèíåéòðàëüíûì 
ñïåêòðàëüíûì õîäîì êîýôôèöèåíòîâ àýðîçîëüíîãî 
îñëàáëåíèÿ [7]. Ïîýòîìó êîýôôèöèåíò ðåãðåññèè 
K0 ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ α(1,06) = K0 + K1α(0,48) 
äîëæåí áûòü áëèçîê ê íóëþ. Êàê âèäíî èç òàáë. 2, 
îáîáùåííàÿ ôîðìóëà (18) äàåò íàèáîëåå áëèçêèå  
ê íóëþ çíà÷åíèÿ K0 äëÿ âñåõ ÷åòûðåõ ìàññèâîâ.  
Ñ ó÷åòîì óñòîé÷èâîñòè ïîëó÷àåìûõ êîýôôèöèåíòîâ 
ðåãðåññèè è ôèçè÷åñêîé êîððåêòíîñòè ðåçóëüòàòîâ 
ôîðìóëà (18) ÿâëÿåòñÿ ïðåäïî÷òèòåëüíîé äëÿ ïî-
ñòðîåíèÿ ëèíåéíûõ ðåãðåññèîííûõ ìîäåëåé àýðî-
çîëüíîãî îñëàáëåíèÿ. 

Çàêëþ÷åíèå 

Êðàòêî ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû. 
1. Ïîëó÷åíà îáîáùåííàÿ ôîðìóëà, ïîçâîëÿþ-

ùàÿ íàõîäèòü êîýôôèöèåíòû ðåãðåññèè ëèíåéíîãî 
óðàâíåíèÿ Y = K0 + K1 X äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ, êîãäà 
ðàçáðîñ òî÷åê â êîððåëÿöèîííîé ñâÿçè âåëè÷èí X è 
Y îáóñëîâëåí êàê èõ ñëó÷àéíûìè ïîãðåøíîñòÿìè 
èçìåðåíèé, òàê è íåêîíòðîëèðóåìûìè ôèçè÷åñêèìè 
ôàêòîðàìè. 

2. Âñå èçâåñòíûå âûðàæåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåí-
òîâ ðåãðåññèè ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè ïîëó-
÷åííîé ôîðìóëû. 

3. Ïðåäëîæåíû ñïîñîáû è ïðèâåäåíû âûðàæå-
íèÿ äëÿ îöåíêè ñëó÷àéíûõ ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèõ 
ïîãðåøíîñòåé èçìåðÿåìûõ âåëè÷èí, âõîäÿùèõ â ôîð-
ìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðåãðåññèè, èç 
ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ. 

4. Îáîáùåííàÿ ôîðìóëà ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü 
óñòîé÷èâûå, äîñòîâåðíûå è ôèçè÷åñêè êîððåêòíûå 
îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ìîäåëè. 

Ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ äëÿ 
ñïåöèàëèñòîâ, çàíèìàþùèõñÿ îáðàáîòêîé ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûõ äàííûõ, è ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà 
äëÿ êîððåêòíîé ôèçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè, íåçàâè-
ñèìî îò îáëàñòè çíàíèÿ. 

Â çàêëþ÷åíèå àâòîð âûðàæàåò ñâîþ ïðèçíà-
òåëüíîñòü ä.ò.í. ïðîôåññîðó ÒÓÑÓÐà À.À. Ìèöåëþ 
çà ñäåëàííûå ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ. 

 

1. Êåíäàëë Ì., Ñòüþàðò À. Ñòàòèñòè÷åñêèå âûâîäû  
è ñâÿçè. Ì.: Íàóêà, 1973. Ò. 2. 900 ñ. 

2. Çàéäåëü À.Í. Ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèé ôèçè÷åñêèõ 
âåëè÷èí. Ë.: Íàóêà, 1985. 112 ñ. 

3. Êðàìåð Ã. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû ñòàòèñòèêè. Ì.: 
Ìèð, 1975. 648 ñ. 

4. Ùåëêàíîâ Í.Í. Ïîñòðîåíèå ðåãðåññèîííîé çàâèñèìîñòè 
ìåæäó àýðîçîëüíûìè îïòè÷åñêèìè òîëùàìè àòìîñôåðû 
ñ ó÷åòîì èõ ñëó÷àéíûõ ïîãðåøíîñòåé // II Çàñåäàíèå 
Ðàáî÷åé ãðóïïû ïðîåêòà «Àýðîçîëè Ñèáèðè»: Òåçèñû 
äîêë. Òîìñê: Èçä-âî ÈÎÀ ÑÎ ÐÀÍ, 1995. Ñ. 16. 

5. Ùåëêàíîâ Í.Í. Îáîáùåííûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ëè-
íåéíîé ðåãðåññèè ìåæäó äâóìÿ ôèçè÷åñêèìè âåëè÷è-
íàìè ñ ó÷åòîì èõ ñëó÷àéíûõ ïîãðåøíîñòåé. Ïðåïð. / 
Èí-ò îïòèêè àòìîñôåðû ÑÎ ÐÀÍ (Òîìñê). 2003. ¹ 2. 
15 ñ. 

6. Êóäðÿâöåâ Â.À., Äåìèäîâè÷ Á.Ï. Êðàòêèé êóðñ âûñ-
øåé ìàòåìàòèêè. Ì.: Íàóêà, 1975. 624 ñ. 

7. Ïõàëàãîâ Þ.À., Óæåãîâ Â.Í., Ùåëêàíîâ Í.Í. Àýðî-
çîëüíîå îñëàáëåíèå îïòè÷åñêîãî èçëó÷åíèÿ â àòìîñôå-
ðå àðèäíîé çîíû // Îïòèêà àòìîñô. è îêåàíà. 1994. 
Ò. 7. ¹ 10. Ñ. 1318–1329. 

 
N.N. Shchelkanov. Generalized method for construction of linear regression and its application to  

development of one-parameter aerosol extinction models. 
A generalized equation is presented for determination of the regression coefficients of the linear equation 

Y = K0 + K1X in the general case, when the point spread in the correlation between X and Y is caused both by 
random measurement errors and by uncontrollable physical factors. All the known equations for the regression 
coefficients appeared to be particular cases of the equation obtained. Methods are proposed and equations are 
presented for estimation of rms errors of measured parameters, entering into the equation for calculation of the 
regression coefficients, from experimental data. 


