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Ïîêàçàíî, ÷òî ñî÷åòàíèå àñèìïòîòè÷åñêîé îöåíêè èíòåãðàëà ñïåêòðàëüíîãî ðàçðåøåíèÿ è ãåîìåòðè÷å-
ñêîé îïòèêè íåïîñðåäñòâåííî ñâîäèò çàäà÷ó î ñâåòîâîì èìïóëüñå ê ïðîáëåìå ðàñïðîñòðàíåíèÿ ìîíîõðîìà-
òè÷åñêîé âîëíû. 

 
Ââåäåíèå 

Â ýëåêòðîäèíàìèêå õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ñïåê-
òðàëüíîå ðàçëîæåíèå ïðîáëåìó ðàñïðîñòðàíåíèÿ 
èìïóëüñà ñâîäèò ê çàäà÷å ñ ìîíîõðîìàòè÷åñêèì 
(÷àñòîòû ω) ïîëåì. Íî ñëîæíîñòè ïîñëåäóþùåãî 
èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ω âûíóæäàþò ôàêòè÷åñêè îá-
ðàùàòüñÿ ê «âðåìåííîìó» âàðèàíòó. Îäíàêî îïðå-
äåëåííûå âîçìîæíîñòè ïðåäîñòàâëÿåò àñèìïòîòè÷å-
ñêàÿ îïòèêà «ñïåêòðàëüíûõ» èíòåãðàëîâ, êîãäà 
ïðèìåíèìî ïðèáëèæåíèå ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè. 
Èëëþñòðàöèÿ ýòîãî òåçèñà, ñîáñòâåííî, è ñîñòàâëÿ-
åò èäåéíîå ñîäåðæàíèå ñòàòüè. 

È õîòÿ, ïðîñòîòû è îïðåäåëåííîñòè ðàäè, ðå÷ü 
äàëåå èäåò î ëèíåéíîé èçîòðîïíîé ñðåäå áåç ïðî-
ñòðàíñòâåííîé äèñïåðñèè, ðàñïðîñòðàíåíèå îáñóæ-
äàåìîãî òåçèñà íà èíûå ñëó÷àè íå ïðîáëåìíî. 

1. Èñõîäíûå ñîîòíîøåíèÿ 

Ïóñòü 

 

0

( , ) ( , ) e i t
t d r

∞
− ω= ω ω∫E r B  (1) 

– àíàëèòè÷åñêèé ñèãíàë íàïðÿæåííîñòè âåùåñòâåí-
íîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E(r, t) â òî÷êå r è ìîìåíò 
âðåìåíè t; B(ω) – ñïåêòðàëüíàÿ êîìïîíåíòà E(t) 

[ðàçëîæåíèå Ôóðüå ñ (...)]d

+∞

−∞

ω∫ . Äëÿ ðàññìàòðè-

âàåìîé ñðåäû (∆ – îïåðàòîð Ëàïëàñà, ñ – ñêîðîñòü 
ñâåòà) 

 
2 2

2 2 2

1 4 ( , )

2

t

t c t

∂ π ∂∆ − =
∂ ∂
E P r

E  (2) 

è äèïîëüíûé ìîìåíò åäèíèöû îáúåìà 

 

0

( , ) ( , ) ( )t f r d

∞

= τ − τ τ∫P r r E  (3) 

ñ ôóíêöèåé ðåëàêñàöèè f [1]. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè 
(1) â (2) è (3) 
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Ïðè ðåøåíèè (4) â ïðèáëèæåíèè ãåîìåòðè÷å-
ñêîé îïòèêè  

 ( , )( , ) ( , ) e .i
r

ϕ ωω = ω r

B r V   (6) 

Çäåñü 

 2 2 2(grad ) ( )/cϕ = ω ε   (7) 

– óðàâíåíèå ýéêîíàëà ϕ è  

 2(grad grad) 0,ϕ + ∆ϕ =V V   (8) 

êîãäà, â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèÿìè ïðèáëèæåíèÿ, 
èãíîðèðóåòñÿ ∆V. Èç (8) ÿñíî, ÷òî äëÿ ëþáîé êîì-
ïîíåíòû V âåêòîðà V óðàâíåíèÿ îäèíàêîâû è, óì-
íîæàÿ èõ íà V, ïîëó÷èì òî, ÷òî èìåíóåòñÿ «óðàâ-
íåíèåì ïåðåíîñà»: 

 2 2(grad grad ) 0.V Vϕ + ∆ϕ =   (9) 

Äàëåå, 

 grad m

c c

ω ωϕ = ε ≡s s   (10) 

è ëó÷åâîé îðò s – ðåøåíèå çàäà÷è 

 ( )1
rot grad .s m

m

= ×s   (11) 

Ãåîìåòðè÷åñêàÿ îïòèêà óðàâíåíèÿ (2) íà÷èíà-
åòñÿ ñ âïîëíå àíàëîãè÷íîé (6) ôîðìû ðåøåíèÿ  

 ( , )( , ) ( , ) e ,i t
t t

ψ= r

E r U r   (12) 

íî ïîñëåäóþùèå óïðîùåíèÿ – áîëåå òîíêèå. Ñóùå-
ñòâåííî óñëîâèå, ÷òî â (3) ìîæíî E(t – τ) ðàçëî-
æèòü â ðÿä ïî τ, îñòàâèâ ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ñëà-
ãàåìûõ. Äëÿ âûðàæåíèÿ òèïà (12) ýòî îçíà÷àåò ñî-
õðàíåíèå ñëàãàåìûõ O(τ) â U è O(τ2) äëÿ ψ ñ ïî-
ñëåäóþùèì óñòðàíåíèåì âñåõ ÷ëåíîâ O(τ3) è âûøå. 
Ôàêòè÷åñêè ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî èãíîðèðóþòñÿ  
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è ò.ï., à ïðè âû÷èñëåíèè âåëè÷èíû P(r, t) ïîÿâÿòñÿ 
ïðîèçâîäíûå (5) ïî ω ñ ïîñëåäóþùåé çàìåíîé: 

 / ,tω→ Ω = − ∂ψ ∂   (13) 

è ïî-ïðåæíåìó óñòðàíÿåòñÿ ∆U. Êîíå÷íûé èòîã 
âûãëÿäèò òàê: 
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 ∂ ∂ ω εψ + ∆ψ + = ∂ ∂ω 
 (15) 

Ñðàçó æå âûïèñàí àíàëîã (9) äëÿ U – âåêòîðíîé 
êîìïîíåíòû U. Óðàâíåíèå (14) ñòàíîâèòñÿ ýêâèâà-
ëåíòîì ýéêîíàëà (7) ïîñëå ïîäñòàíîâêè (12) â (14), 
è ïîñëå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ (12) ïî ω òàêóþ æå 
ïîäñòàíîâêó íàäî ñäåëàòü â (15). 

Âñå ìàòåìàòè÷åñêèå äåòàëè (6)–(11), (12)–(15) 
è ñîîòâåòñòâóþùèå ôèçè÷åñêèå èõ àñïåêòû åñòü  
â [2–5]. 

2. Ñâÿçü ψψψψ, U ñ ϕϕϕϕ, V 

Àñèìïòîòè÷åñêàÿ îöåíêà èíòåãðàëà (1) ïîñëå 
ïîäñòàíîâêè (6) äàåò (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî 
ìíîæèòåëÿ, îïðåäåëÿåìîãî êîíêðåòíûì ïðèåìîì – 
ìåòîä ïåðåâàëà, ñòàöèîíàðíîé ôàçû è ïð. [6]) âû-
ðàæåíèå 
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ãäå ( ),rω ω�  – êîðåíü óðàâíåíèÿ 
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îòíîñèòåëüíî ω. Ñàìà âîçìîæíîñòü ïîäîáíîé àêöèè 
ãàðàíòèðîâàíà òåì, ÷òî äëÿ ñâåòîâîãî èìïóëüñà åãî 
äëèòåëüíîñòü ïðåâîñõîäèò ïåðèîä êîëåáàíèé (1/ω). 

Ñîïîñòàâëåíèå (16) è (12) ïîçâîëÿåò ïîëàãàòü, 
÷òî 
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( )
( )2 2

, ( , )
( , ) ,

, /( )

t
t

O
ω

ω
=

ϕ ω ∂ω

V r r
U r

r
�

�

  (19) 

è íàäî óáåäèòüñÿ, ÷òî (18) è (19) óäîâëåòâîðÿþò 
óðàâíåíèÿ (14) è (15). 
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â ñèëó (17). Àíàëîãè÷íî 
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â (14) åãî ëåâîé ÷àñòüþ îêàæåòñÿ âûðàæåíèå  
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èç-çà (7). Èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà (20) è (17) ñëåäóåò 
åùå, ÷òî  
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Äàëåå ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: 
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êîòîðûå áóäåì, èìåÿ â âèäó (19), ïîäñòàâëÿòü â (15). 
Ïîíÿòíî, ÷òî  

ω ω

ωωω

   ω ∂ ω= + ω =   ω ∂ω ω   

    ∂= ω − ω + ω    ∂ω    

� �

���

�

�

2

2

( , ) ( , )
grad grad grad

( , ) ( , )

1
grad ( , ) grad ( , ) grad .

A A
U

g g

A A
A g

g gg

r r

r r

r r

Ñóììà (21) è ïîä÷åðêíóòîãî ñëàãàåìîãî åñòü íóëü  
â ñèëó (9). Â ëåâîé ÷àñòè (15) îêàæåòñÿ îáÿçàííîå 
ñâîèì ïðîèñõîæäåíèåì grad U2 âûðàæåíèå 
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Òðåòüå ñëàãàåìîå èç ëåâîé ÷àñòè (15) ñðàçó æå 
ïðèâîäèòñÿ ê âèäó 
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Ïîñëå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ (14) ïî t è ïðèâëå-
÷åíèÿ (20) âûÿñíÿåòñÿ, ÷òî ïåðâûå ñëàãàåìûå  
â (22) è (23) âçàèìíî óíè÷òîæàþòñÿ. Àíàëîãè÷íûå 
òîæäåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ ïðèìåíåíèåì öè-
òèðîâàííûõ ñîîòíîøåíèé è äîïîëíèòåëüíîãî, ñëå-
äóþùåãî èç (17), âûðàæåíèÿ 
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ïîçâîëÿþò óâèäåòü, ÷òî è âòîðûå ñëàãàåìûå (22)  
è (23) êîìïåíñèðóþò äðóã äðóãà. Ìîæíî ïîýòîìó 
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êîíñòàòèðîâàòü, ÷òî (19) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíå- 
íèå (15). 

Â ñóùíîñòè, âûñêàçàííûé âî Ââåäåíèè òåçèñ, 
÷òî â ïðèáëèæåíèè ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè àñèì-
ïòîòè÷åñêàÿ îöåíêà «ñïåêòðàëüíîãî» èíòåãðàëà ïî-
çâîëÿåò íåïîñðåäñòâåííî íàïèñàòü ðåøåíèå çàäà÷è  
î ðàñïðîñòðàíåíèè èìïóëüñà ÷åðåç «ìîíîõðîìàòè-
÷åñêîå», óæå îáîñíîâàí. 

3. Äîïîëíèòåëüíûå àðãóìåíòû 

Â îáùåì ñëó÷àå êîìïëåêñíàÿ âåëè÷èíà (5) 
ε = ε′tiε″. Ýòî, åñòåñòâåííî, âëå÷åò çà ñîáîé êîì-
ïëåêñíîå m = n + iκ ñ ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ n  
è èíäåêñîì ïîãëîùåíèÿ κ, êîìïëåêñíûé ýéêîíàë 

i′ ′′ϕ = ϕ + ϕ  è îðò i′ ′′= +s s s  â (9). Ïîñëå ðàçäåëåíèÿ 

âåùåñòâåííîé è ìíèìîé ÷àñòåé â (7) 
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Èíòåðïðåòàöèÿ âåëè÷èí ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè 
ñòàíäàðòíî ñâÿçàíà ñ èçó÷åíèåì ñòðóêòóðû ïîëÿ 
òèïà (6) èëè (12) â ρρρρ ρρρρ-îêðåñòíîñòè ïðîèçâîëüíîé 
òî÷êè r. Óæå êîììåíòèðîâàëàñü âîçìîæíîñòü 
U(r + ρρρρ ρρρρ) → U(r), è  

 ψ(r + ρρρρ ρρρρ, t) = ψ(r, t) + ( )grad ( , )tψ r ρρρρ ρρρρ = 

 = ϕ(r, ω∼ ) – tω∼ (r, t) + ( )grad ( , )ϕ ωr ω∼ ρρρρ ρρρρ = 

 = ϕ(r, ω∼ ) – tω∼ (r, t) + ( )grad ( , )′ϕ ωr  ω∼ ρρρρ ρρρρ +  

 + i ( )grad ( , )′′ϕ ωr ω∼ ρρρρ ρρρρ 

ïîñëå ïðèâëå÷åíèÿ (18), (20) è çàìå÷àíèÿ î êîì-
ïëåêñíîñòè ýéêîíàëà. Òåïåðü exp ( , )iϕ ωU r �  ìîæíî 

îáúÿâèòü àìïëèòóäîé âîëíû â òî÷êå r è grad ( , )′ϕ ωr �  

– âîëíîâûì âåêòîðîì κ. Äëÿ ïîëÿ ñ òàêèì κ, è êî-

ãäà ρρρρ ρρρρ ∼  κκκκ κκκκ, ñëàãàåìîå ( )grad ( , )′′ϕ ωr � ρρρρ ρρρρ áóäåò, êàê ñëåäó-

åò èç (21), îïèñûâàòü ïîãëîùåíèå ýòîé âîëíû â  
ρρρρ ρρρρ-îêðåñòíîñòè. Ñîîòâåòñòâóþùèé ìíîæèòåëü, ðàçó-
ìååòñÿ, äîëæåí áûòü ïðèñîåäèíåí ê àìïëèòóäå. 

Ñòàíîâèòñÿ ÿñíûì, ÷òî îñöèëëèðóþùèì ìíî-
æèòåëåì â êîìáèíàöèè (1) áóäåò ϕ′  – ωt; èìåííî îí 
è ñîçäàåò ïðåäïîñûëêè äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîé îöåíêè 
èíòåãðàëà (1). Ïîýòîìó (17), îïðåäåëÿþùåå ñòà-
öèîíàðíóþ òî÷êó, íàäî ïåðåïèñàòü êàê 
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′∂ϕ ω

=
∂ω
r

 (27) 

Èç (27) âèäíà âåùåñòâåííîñòü ( ),tω r�  – êîðíÿ 

óðàâíåíèÿ (27). Ïîýòîìó àñèìïòîòè÷åñêàÿ îöåíêà 
(1) ïðîõîäèò ìåòîäîì ñòàöèîíàðíîé ôàçû, è ó (16) 
ïîÿâëÿåòñÿ ìíîæèòåëü expi(π/4). Äàëåå, (27) àâòî-
ìàòè÷åñêè ââîäèò îãðàíè÷åíèå íà èíòåðâàë âðåìåíè 
t (èìïóëüñ (!)) – êàê òîëüêî (ïðè êàêèõ-òî t) êî-
ðåíü (27) îêàæåòñÿ êîìïëåêñíûì, ìåòîä ñòàöèîíàð-

íîé ôàçû çàìåíèòñÿ ìåòîäîì ïåðåâàëà, ÷òî ïîâëå-
÷åò çà ñîáîé ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëîå (àñèìïòîòè÷å-
ñêè äî íóëÿ) çíà÷åíèå ïîëÿ. 

Åùå îäíî ñâèäåòåëüñòâî ðàçóìíîñòè îáñóæäàå-
ìîãî ïðèåìà ñâÿçàíî ñ âû÷èñëåíèåì ïîëíîé ýíåðãèè 

èìïóëüñà: íàäî (16) ïîäâåðãíóòü îïåðàöèè 
2

...dt∫ . 

Ïîñëåäóþùàÿ â ýòîì èíòåãðàëå çàìåíà ïåðåìåííîé 

( ),tω = ωr�  è (24) ïðåâðàùàþò ðàññìàòðèâàåìîå âû-

ðàæåíèå â 
2

dω∫ B  – èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòîòå, 

êàê è äîëæíî áûòü â îáùåì ñëó÷àå. 

4. Ïîãëîùàþùàÿ ñðåäà 

Ñóùåñòâåííîå 0κ ≠  (íåëüçÿ èãíîðèðîâàòü ïî-

ãëîùåíèå ñâåòà) è íàäîáíîñòü èñêàòü ϕ (èç-çà çíà-
÷èìîé ðîëè (27)) ïðèâîäÿò ê íåîáõîäèìîñòè ðåøàòü 
ñèñòåìó óðàâíåíèé (25), (26). Ïðè ýòîì óñëîâèÿ 
ïðèìåíèìîñòè ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè çíà÷èòåëüíî 
óïðîùàþò ñîîòâåòñòâóþùèå õàðàêòåðèñòèêè. 

Çàòåì óæå èç (27) ìîæíî íàéòè ( ),tω r� , íàïè-

ñàòü, èñïîëüçóÿ (10) è (11), s′ è s″ ÷åðåç gradϕ′ , 
gradϕ″, âû÷èñëèòü îðò 
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âîëíîâîãî âåêòîðà è çàòåì ðåøèòü óðàâíåíèå 
dy|dl = κκκκ κκκκ0 äëÿ òðàåêòîðèè ëó÷à y êàê ôóíêöèè åå 
äëèíû l. (Ðàçóìååòñÿ, ïîÿâèòñÿ âîçìîæíîñòü èñ-
ïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíûé ïðèåì [3, 5] äëÿ ïîñòðîå-
íèÿ ëó÷åé ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè). 

Èç îáñóæäàåìûõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò è ñî-
âåðøåííî ÿñíûé ðåçóëüòàò: ïðè ìàëîì ïîãëîùåíèè 
(κ → 0, è òîãäà n ≈ const êàê ôóíêöèÿ ω) â âûðà-

æåíèè äëÿ εεεεεεεε(Σ, t) ïðîñòî (1/ )t t c dl′→ − ϕ∫  (êî-

íå÷íî æå, ñ ïîïðàâêîé íà ðàñõîäèìîñòü ëó÷à è íå-
áîëüøîå ïîãëîùåíèå åãî ýíåðãèè). 

Àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî â ñëó÷àå ñèëüíîãî ïî-
ãëîùåíèÿ cosβ ≈ 1 äëÿ óãëà β ìåæäó grad ϕ′  è grad ϕ″. 
Òîãäà èç (25) è (26) ñëåäóåò, ÷òî (grad ϕ′)2 ∼  n2. 
Èìåííî n îïèñûâàåò â ýòîì ñëó÷àå ñïåêòðàëüíóþ 
çàâèñèìîñòü ϕ′ , è ïîýòîìó âåëè÷èíó ω�  îïðåäåëÿþò 
ó÷àñòêè àíîìàëüíîé ðåôðàêöèè (èçìåíåíèå n â 
ïðåäåëàõ ëèíèè ïîãëîùåíèÿ [2, 7]). Ýòî óæå ôèçè-
÷åñêîå îáñòîÿòåëüñòâî õîðîøî êîððåëèðóåò ñ îáùèì 
àíàëèçîì çàäà÷è. 

Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò åùå, ÷òî óðàâíåíèå (27) 
ìîæåò èìåòü íåñêîëüêî êîðíåé – ïî ÷èñëó ó÷àñòêîâ 
àíîìàëüíîé äèñïåðñèè, ïîêðûâàåìûõ ñïåêòðîì èì-
ïóëüñà ïðè àñèìïòîòè÷åñêîé îöåíêå «ñïåêòðàëüíî-
ãî» èíòåãðàëà. Ýòî ïðèâåäåò ê ñóììå ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ïëîñêèõ âîëí, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, îçíà÷àåò 
ïåðåñå÷åíèå â òî÷êå r ëó÷åé ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè. 
 Îäíàêî çäåñü íåò ïðîòèâîðå÷èÿ ñî ñëåäóþùèì 
èç (11) óñëîâèåì íåïåðåñå÷åíèÿ, èáî îíî ôîðìóëè-
ðóåòñÿ äëÿ îïðåäåëåííîé ÷àñòîòû ω = const, êîãäà 
íåïåðåñåêàåìîñòü ëó÷åé ñîõðàíÿåòñÿ è äëÿ (28). Íî 
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òåïåðü ( ),tω → ω r� , ÷òî ïðîñòî îçíà÷àåò ñîñóùåñòâî-

âàíèå ëó÷åé ôàêòè÷åñêè ðàçíûõ ÷àñòîò. 
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S.D. Tvorogov.  On geometric optics of light pulse. 
It is shown that the combination of the asymptotical estimate of the integral of spectral expansion and ge-

ometric optics immediately reduces the problem on the light pulse to the problem of monochromatic wave 
transfer. 


