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На основе математического аппарата двумерных сглаживающих кубических нормализованных В-сплайнов синтезирован 
алгоритм восстановления волнового фронта оптического излучения, способный эффективно отрабатывать нестационарные ис-
кажения при наличии шумов в каналах управления. Получено аналитическое выражение для выбора числа элементов датчика 
гартмановского типа, оптимального с точки зрения обеспечения заданной точности восстановления волнового фронта. 

 
 

Потенциальные возможности оптических измери-
тельных систем, обусловленные высокими точностными 
характеристиками, в значительной степени ограничивают-
ся условиями распространения оптических волн в реаль-
ных материальных средах. При распространении оптиче-
ской волны в атмосфере происходит ее искажение, вызван-
ное флуктуациями показателя преломления. Одним из 
эффективных путей уменьшения возмущающих воздейст-
вий турбулентных неоднородностей является применение 
методов адаптивной пространственно-временной компен-
сации искажений оптического сигнала. По этой причине 
для компенсации нестационарных искажений оптического 
излучения широко используют системы, в которых осуще-
ствляется измерение фазы оптического излучения в раз-
личных точках входного зрачка с последующим формиро-
ванием распределения волнового фронта по всему зрачку. 
В силу специфики квадратичного детектирования в на-
стоящее время в оптике используют датчики гартманов-
ского типа, измеряющие средние наклоны волнового фронта 
по субапертуре, пропорциональные величинам  
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где k – волновое число;  – функция, описывающая фа-
зовое возмущение; n ( )

,
x y
i j  – шум на выходах соответст-

вующих каналов квадрантного фотоприемника. 
Существующие методы восстановления волнового 

фронта [1–3] имеют ряд недостатков, не позволяющих 
достичь высокой точности отработки нестационарных 
искажений. Во-первых, применение полиномиальной 
аппроксимации менее эффективно, нежели аппроксима-
ции сплайн-функциями, поскольку остаточные коэффи-
циенты для параболических полиномов в 5 раз и для 
кубических – в 18 раз больше, чем у сплайнов той же 
степени [4]. Во-вторых, эти методы разработаны без 
учета наличия в каналах управления шумов, описывае-
мых пуассоновским распределением [5]. Применение 
традиционных оптимальных методов нелинейной фильтра-
ции на базе многомерного уравнения Стратоновича в таком 
случае не представляется возможным в силу чрезвычайно 

большого объема вычислений, не позволяющих реализовать 
такие алгоритмы в реальном масштабе времени. 

Необходимо отметить, что простые алгоритмы по-
строения сплайнов, по причине недостаточной устойчи-
вости к результатам округления, не всегда позволяют 
получить высокую точность аппроксимационной функ-
ции. Поэтому для повышения точности восстановления 
волнового фронта следует использовать их локальные 
или базисные формы, а в условиях, когда велика по-
грешность измерений, наиболее эффективно применение 
сглаживающих сплайнов, позволяющих компенсировать 
аномальные выбросы измерений и воздействие помех. 

Кроме того, при наличии информации об интенсив-
ности помех либо прогноза о прохождении оптического 
излучения вдоль трассы распространения применение 
сглаживающих сплайнов позволит дополнительно повы-
сить точность за счет оптимального выбора значения 
коэффициентов сглаживания. Поэтому для решения за-
дачи синтеза алгоритма целесообразно применить аппа-
рат двумерных сглаживающих кубических нормализо-
ванных В-сплайнов дефекта 1. 

Под такими сплайнами обычно понимают [6]: нор-
мированные, финитные функции, определенные на неко-
торой конечной площадке – носителе, совпадающие на 
подынтервалах, образованных сеткой с некоторыми ал-
гебраическими многочленами не выше третьей степени и 
дважды непрерывно дифференцируемые. При этом нор-
мирующий множитель равен среднему арифметическому 
шагов на площадке, где В-сплайн отличен от нуля. 

Выбор кубических В-сплайнов для решения указан-
ной задачи продиктован следующим соображением. 
Структурная функция фазы оптической волны, прошед-
шей слой турбулентной среды, пропорциональна линей-
ной координате в степени 5/3 и является гладкой  
монотонно возрастающей на всей области определения 
функцией. А поскольку точность сглаживания определя-
ется в основном гладкостью функции на отрезке  
между узлами сплайна [6], то выбор степени аппрокси-
мирующей функции больше 3-й нецелесообразен, так 
как позволит лишь незначительно повысить точность, 
что подтверждается проведенным авторами вычисли-
тельным экспериментом. 



 

 Алгоритм восстановления волнового фронта на базе двумерных сглаживающих … В-сплайнов  771 

Целью данной работы является синтез алгоритма вос-
становления волнового фронта на базе двумерных сглажи-
вающих кубических нормализованных В-сплайнов, учиты-
вающего наличие шумов в каналах управления адаптивной 
оптической системы и имеющего высокие точностные харак-
теристики. 

Пусть задан датчик гартмановского типа размером 
[a b]  [c d], состоящий из N  M квадрантных фотоприем-
ников hx = Rx/N, hy = Ry/M (где Rx, Ry – размеры датчика по 
соответствующим оcям координат), на каждом из которых 
измеряются средние наклоны волнового фронта по суб-
апертуре в двух перпендикулярных плоскостях zox и zoy. 
Фотоприемники будем характеризовать парой индексов: i 

– номер строки и j – номер столбца (i = 1, N , j = 1,M ). 
Измеренные значения частных производных (1) соответст-
вуют середине ij-го фотоприемника. Введем на плоскости 
xoy множество узлов сплайна с равномерными шагами hx, 
hy по соответствующим координатам 
 
x : x0 < x1 = a < x2 < … < xN = b < xN+1, 
 
y : y0 < y1 = c < y2 < … < yM = d < yM+1. (2) 
 

Учитывая специфику измерений, проводимых квад-
рантными фотоприемниками, значение фазы в узлах 
сплайна можно выразить через ее частные производные 
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При этом искомый волновой фронт может быть син-

тезирован в виде системы двумерных сглаживающих ку-
бических нормализованных В-сплайнов дефекта 1 [6]: 
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где bi,j – коэффициенты сплайна; B ,
3
i j (x,y) – В-сплайн 3-й 

степени, соответствующий i-й, j-й площадке. 
Для сокращения записи обозначим B ,

3
i j (x,y) через 

B ,
3
i j , тогда в общем виде выражение для В-сплайна можно 

записать как 
 

B ,i j
n  = ,

1
j i ji

n
i n i j n j

y yx x
B

x x y y 
 


 

 + 1,1
1

1 1

j i ji n
n

i n i j n j

y yx x
B

x x y y
 


   


 

 + 

 

+ 1 , 1
1

1 1

j n i ji
n

i n i j n j

y yx x
B

x x y y
  


   


 

 + 

 

+ 1 1, 11
1

1 1 1 1

j n i ji n
n

i n i j n j

y yx x
B

x x y y
    


     


 

, (5) 

 

где n – степень сплайна. 
После несложных, но громоздких выкладок выраже-

ние для кубического В-сплайна примет вид 
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Задачу сглаживания будем решать, минимизируя 

функционал вида [6]: 
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где ,  – коэффициенты сглаживания; Si,j, i,j – значения 
сплайна и фазы волнового фронта в узлах сетки; 

D = 
( , )S x y

x y
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Рис. 1. j-е сечение носителей В-сплайна 
 

Рассмотрим площадку [xi; xi+1]  [yj; yj+1]. Осуществим 
привязку коэффициента сплайна к центру соответствующего 
носителя (рис. 1), тогда для этой площадки можно записать 
 

Si,j = fx fy bi+2,j+2 + gx fy bi+1,j+2 + fx gy bi+2,j+1 + gx gy bi+1,j+1 + 
 

+ px fy bi,j+2 + fx py bi+2,j + px gy bi,j+1 + gx py bi+1,j + px py bi,j + 
 

+ wx fy bi–1,j+2 + fx wy bi+2,j–1 + wx gy bi–1,j+1 + gx wy bi+1,j–1 + 
 

+ wx py bi–1,j + px wy bi,j–1 + wx wy bi–1,j–1. (8) 
 

Введем нормализованные координаты для сплайна, рав-
ные x = (x – xi)/hx, y = (y – yj)/hy по осям ox и oy соответст-
венно. После несложных арифметических преобразований, 
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группирования относительно коэффициентов сплайна и 
подстановки в (4) получим аналитическое выражение для 
сплайна 
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где  
 
F* = (bi+2,*

 – 3bi+1,* + 3bi,* – bi–1,*);  
 

G* = (bi+1,*
 – 2bi,* + bi–1,*);  

 

H* = (bi+1,*
 – bi–1,*); L* = (bi+1,*

 +4bi,* + bi–1,*). 
 

Минимизируемый функционал при этом запишется как 
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Вычисляя интегралы и проводя преобразования, со-
блюдая размерность слагаемых функционала, получим 
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V1 = (Fj+2 – 3Fj+1 + 3Fj – Fj–1),  
 

V2 = (Fj+1 – 2Fj + Fj–1), V3 = (Fj+1 + 4Fj + Fj–1); 
 

W1 = (Gj+2 – 3Gj+1 + 3Gj – Gj–1),  
 

W2 = (Gj+1 – 2Gj + Gj–1), W3 = (Gj+1 + 4Gj + Gj–1); 
 

U1 = (Lj+2 – 3Lj+1 + 3Lj – Lj–1),  
 

U2 = (Lj+1 – 2Lj + Lj–1). 
 

Для нахождения коэффициентов сплайна (9), принося-
щего минимум функционалу (11), необходимо вычислить его 
частные производные по каждому коэффициенту и прирав-
нять их нулю. В результате получим систему из (N + 2) 
(M + 2) линейных уравнений вида QA = Z. Матрица коэффи-
циентов Q имеет выраженный диагональный вид и хорошо 
обусловлена. Решая эту систему одним из известных методов 
[6], находим значения искомых коэффициентов. 

При решении практических задач обычно требуется 
осуществить восстановление волнового фронта с некоторой 
заданной точностью. Это достигается путем выбора шага 
сетки сплайна с учетом свойств сглаживаемой функции и 
соответствующих оценок погрешности сглаживания. Жест-
кая связь величины шага с размерами квадрантного фото-
приемника позволяет проводить оптимальный с точки зрения 
обеспечения заданной точности восстановления волнового 
фронта выбор числа элементов датчика. Учитывая локальные 
свойства фазовых возмущений, обусловленные в основном 
размерами неоднородностей среды распространения, вели-
чину шагов сетки, обеспечивающих минимальную погреш-
ность восстановления по соответствующим координатам, 
можно определить из выражений [6]: 
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где  – погрешность определения сплайна; 
 D

2,0
 S(x,y) 

[xi,xi+1]
,  D

0,2
 S(x,y) 

[yj,yj+1]
 – нормы вторых част-

ных производных сплайна на соответствующих участках. 
В силу особенностей построения датчика гартманов-

ского типа применение неравномерной сетки затрудни-
тельно, поэтому выражение для оптимального числа эле-
ментов датчика можно записать в виде 
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Таким образом, выражение (13) определяет число 
элементов датчика Гартмана, необходимое с точки зре-
ния обеспечения заданной точности восстановления вол-
нового фронта. 

Итак, на основе выражения (9), полученного для дву-
мерного сглаживающего кубического нормализованного В-
сплайна, разработан алгоритм восстановления волнового 
фронта оптического излучения при наличии шумов в кана-
лах управления. 

Установлено, что выражение (13) для выбора числа 
элементов датчика гартмановского типа оптимально с точ-
ки зрения обеспечения заданной точности компенсации 
нестационарных искажений. 

Предложенный алгоритм восстановления волнового 
фронта был реализован в среде MATHCAD-7 PRO для 
случая N = M = 5. Проведенный вычислительный экспери-
мент показал, что применение математического аппарата 
двумерных сглаживающих кубических нормализованных 
В-сплайнов позволяет: 

– эффективно учитывать стохастический характер 
сигнала на выходе датчика гартмановского типа; 

– при наличии априорной информации о характере и 
интенсивности помех оперативно вносить изменения в 
алгоритм восстановления, дополнительно повышая качест-
во отработки нестационарных искажений. При этом точ-
ность восстановления определяется погрешностью аппрок-
симирующей функции O(h

n+1
) и несколько снижается в ус-

ловиях интенсивных шумов. 
В ходе вычислительного эксперимента проверялось 

влияние выбора значений коэффициентов сглаживания и 
выхода из строя отдельных квадрантных фотоприемников 
на качество функционирования предложенного алгоритма. 
На рис. 2 приведены результаты расчета ошибки аппрок-
симации волнового для больших и малых отношений сиг-
нал-шум на выходе датчика Гартмана. Анализ изменения 
коэффициентов сглаживания показывает, что использова-
ние  и   1 ведет к вырождению сглаживающего сплайна 
в интерполяционный. При этом сглаживающие сплайны, 
даже в случае малых отношений сигнал-шум, обеспечива-
ют точность в 1,7 раза выше, чем интерполяционные. В 
случае больших отношений сигнал-шум выбор оптималь-
ных значений коэффициентов сглаживания, в пределах от 
3 до 10, позволяет достичь максимальной точности ап-
проксимации. При этом отсутствие измерений от несколь-
ких квадрантных фотоприемников практически не сказы-
вается на качестве восстановления. 
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Рис. 2. Графики зависимости ошибки аппроксимации волново-
го фронта от коэффициента сглаживания при малых (а) и 
больших (б) отношениях сигнал-шум: а – кривая 1 – отноше-
ние сигнал-шум равно 0, 2 – 10 дБ; б – 1 – отношение сигнал-
шум равно 25, 2 – 30 дБ 

 
В заключение следует отметить, что предложенный 

алгоритм можно использовать при вычислении и дальней-
шей обработке других пространственно-распределенных 
параметров, а метод расчета двумерных сглаживающих 
кубических нормализованных В-сплайнов может быть 
распространен на сплайны более высокой степени. 
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On the base of the mathematical apparatus for smoothing two-dimensional normalized cubic B-splines, the algorithm for the 

optic emission wavefront reconstruction has been synthesized capable of processing efficiently the nonstationary distortion due to 
noise in control channels. The analytical expression for selecting the elements of the Gartman-type sensor optimal in terms of pro-
viding the prescribed precision of the wavefront reconstruction has been obtained. 

 


