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Представлены алгоритмы для расчетов матриц преобразования, связывающих коэффициенты оптимального базиса 
Карунена–Лоэва–Обухова с базисами Уолша и Хаара в разложениях фазы оптической волны.  Численное моделирование 
проводилось для колмогоровского спектра турбулентности и круглой апертуры.  Анализ результатов численного экспери-
мента показывает, что разработанные алгоритмы позволяют рассчитывать матрицы преобразования с точностью, приемле-
мой для управления волновыми фронтами. 

 
 

Оптическое излучение при распространении в 
турбулентной атмосфере искажается случайным об-
разом на неоднородностях среды. При исследовании 
таких случайных волновых полей часто используют 
разложение фазы волны по заданной системе базис-
ных функций [1, 2]. 

Оптимальной для представления волны, про-
шедшей случайно-неоднородную среду, является 
ортонормированная система функций, удовлетво-
ряющая условиям теоремы Карунена–Лоэва–
Обухова (КЛО) [3, 4]. Базис КЛО является решением 
вариационной задачи по минимизации нормы ошиб-
ки разложения случайной фазы в пределах приемной 
апертуры с априорной информацией в виде корреля-
ционной функции фазы. Задача нахождения функций 
КЛО для колмогоровской турбулентности среды 
распространения решена в работах авторов [2, 5]. 

Однако базис КЛО, будучи оптимальным, не 
обладает свойствами быстрых преобразований, что 
не позволяет отслеживать динамику волны в реаль-
ном масштабе времени. Поэтому авторами найдены 
аналитические соотношения [6], позволяющие осу-
ществить переход в разложениях фазы оптической 
волны из базисов функций Уолша и вэйвлетов Хаара, 
чьи разложения относятся к классу быстрых, к ста-
тистически оптимальному базису КЛО. 

Для круглой приемной апертуры функции КЛО 
удобнее представлять в факторизованном виде, раз-
деляя радиальную и азимутальную компоненты: 
 

k() = Rj() l() , (1) 
 

где  = {x, y} = (, ). Функции Уолша Wal() и Хаара 
H() в этом случае представляются аналогично: 
 

Walnm() = Waln()Walm(), 
 

Hnm() = Hn()Hm(). 
 

Азимутальная компонента функций КЛО l() 
имеет следующий вид: 
 

l() = exp (il), l  Z . (2) 
 

Разложение в ряд функций l() по функциям 
Уолша дает азимутальную матрицу преобразования 
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Связь экспоненциальных функций с функциями 
Уолша, определяемая матрицей b

l
, широко использу-

ется в быстрых преобразованиях и хорошо освещена в 
литературе [7, 8]. 

Аналогичным образом вычисляются матрицы 
преобразования для азимутальных компонент функ-
ций КЛО через функции Хаара Hm(). 

Радиальная компонента функций КЛО через 
функции Уолша представляется следующим обра-
зом: 
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Здесь Ml(, ) – ядро однородного интегрального 

уравнения Фредгольма второго рода [6, формула (10)], 
координата  нормирована на радиус апертуры. 

При проведении численного эксперимента для 
нахождения собственных чисел и собственных век-
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торов матрицы Грама использовался метод Якоби 
[9]. 

Численное моделирование функций КЛО через 
функции Уолша и Хаара проводилось для колмого-
ровского спектра турбулентности. Для этой модели 
структурная функция имеет вид [1] 
 

D() = 
6,88
r

5/3

0

 5/3 , 

 

где r0 – радиус Фрида. Вид ядра Ml(, ) для колмо-
горовской модели турбулентности приводится в [6]. 

На рис. 1 показан вид радиальных компонент 
для первых функций КЛО, разложенных по 8 
(рис. 1, а) и 32 (рис. 1, б) функциям Уолша. Из ри-
сунка видно, что для N = 32 радиальные компоненты 
функций КЛО R

l

j() практически совпадают с ради-
альными компонентами функций КЛО, вычислен-
ными с высокой точностью в [5] и [10], и намного 
превышают точность оптимальных функций, вычис-
ленных в [11]. 

Ниже приводится явный вид матриц преобразова-
ния для радиальных компонент функций КЛО R

l

j() 

через функции Уолша для j = 1,N  , N = 8, и несколь-

ких первых азимутальных индексов l. 
Следует отметить, что сумма квадратов элемен-

тов в каждой строке и столбце есть норма функции R
l

j

(). Эта величина постоянна и в данном случае равна 
единице, поскольку базис является ортонормирован-
ным: 
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 = 1. 

 

Очевидно, что близость к единице может слу-
жить критерием точности вычисления коэффициен-
тов разложения базиса КЛО. 
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Рис. 1. Вид радиальных компонент функций КЛО в разложении 
по N функциям Уолша: a – N = 8; б – N = 32 

 

Коэффициенты разложения R
l

j() по вэйвлетам 
Хаара были определены с помощью аналогичной 
процедуры. 

Однако при наличии коэффициентов разложения 
радиальной компоненты R

l

j() через функции Уолша 
коэффициенты разложения R

l

j() в базисе Хаара можно 
определить другим способом, используя тесную связь 
между функциями Уолша и Хаара, выражающуюся в 
матрице преобразования [12]. 
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Рис. 2. Пространственный вид функций КЛО k(), представлен-
ных в базисе функций Хаара Hnm(), N = 32: а, б, в, г – при k, рав-
ных соответственно 2, 4, 8, 13 

 
 

На рис. 2 показан пространственный вид первых 
функций КЛО k(), представленных через ограничен-
ное число функций Хаара. Из рисунка видно, что дан-
ные функции КЛО практически совпадают с функция-
ми КЛО, вычисленными через полиномы Цернике с 
высокой точностью в [5]. 

В работах, посвященных оптимальному базису 
разложения фазы волны, функции КЛО определяются 
из численного решения интегрального уравнения [10], 
либо для их вычисления используются аппроксимации 
[11, 13]. Авторы разработали эффективный метод вы-
числения функций оптимального базиса и рассчитали 
в численном эксперименте функции КЛО через функ-
ции Уолша и через вэйвлеты Хаара для колмогоров-
ской модели атмосферной турбулентности в пределах 
круглой апертуры с высокой точностью. 
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Algorithms to calculate transformation matrixes connecting coefficients of the optimal Karhunen–Loeve–Obukhov basis with 
the Walsh and Haar bases in expansions of optical wave phase are presented. Numerical simulation was performed for the Kolmo-
gorov spectrum of turbulence and circle aperture.  Analysis of the numerical experiment results shows that the algorithms developed 
allow the transformation matrixes to be calculated with the accuracy which is admissible to control wavefronts. 

 


